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ПОДХОД К РАЗРАБОТКЕ СИСТЕМЫ РАСПОЗНАВАНИЯ РУКОПИСНЫХ МАТЕМА-
ТИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ ВВОДИМЫХ В ЭВМ В РЕЖИМЕ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ 

 
Предложен подход к структурному анализу рукописных математических выражений, основанный на 

синтаксических правилах и пространственных отношениях между объектами в выражении. Предложена 
динамическая база эвристических правил. Проведены экспериментальные исследования, позволяющие 
оценить качество распознавания рукописных математических выражений вводимых в ЭВМ в режиме ре-
ального времени. 

 
An approach to structural analysis of handwritten mathematical expressions, based on syntactic rules and spatial 

relations between objects in an expression. An experimental study to assess the quality of heuristic rules-based 
recognition of handwritten mathematical expressions in real time. 

 
Введение 

Сегодняшнее начало эры пост-ПК, указывает 
на наличие глобальной тенденции роста исполь-
зования вычислительных устройств с сенсорны-
ми экранами. Появляется необходимость ввода 
данных в ЭВМ без использования традицион-
ных устройств ввода, таких как клавиатура и 
мышь. Возможность взаимодействия пользова-
теля с ПК с помощью сенсорной функциональ-
ности станет безусловно самой естественной, 
удобной и быстрой альтернативой для ввода 
математических выражений в ЭВМ. Централь-
ной задачей проблемы онлайн распознавания 
рукописных математических выражений являет-
ся создание эффективного метода классифика-
ции рукописных математических символов, 
цифр и букв. Высокая вариативность в написа-
нии одних и тех же символов, и сложность 
определения структуры математических выра-
жений затрудняют процесс распознавания.  

Сегодня наиболее распространенными под-
ходами для классификации рукописных симво-
лов являются: алгоритмы сопоставления с об-
разцом [1], скрытые Марковские модели [2] [3], 
алгоритмы на основе искусственных нейронных 
сетей [4]. В последнее время начинает активно 
использоваться аппарат искусственных нейрон-
ных сетей с целью решения различных задач 
классификации. Преимуществом искусственных 
нейронных сетей является их способность к 
обобщению полученной информации, таким 
образом обученная на ограниченном множестве 
выборочных данных нейронная сеть может вер-
нуть верный результат применительно к дан-
ным, которые не участвовали в процессе обуче-
ния. Поскольку решение об идентификации ру-
кописных символов принимается системой рас-
познавания в условиях неполной и неточной 

информации, можно считать подходящим разра-
ботку метода распознавания на основе нечеткого 
нейронного классификатора, сочетающего в се-
бе преимущества нейронных сетей и нечетких 
систем логического вывода.  

Целью данной статьи является рассмотрение 
подхода к структурному анализу математиче-
ских выражений, разработанного с целью повы-
шения качества распознавания рукописных ма-
тематических выражений вводимых в ЭВМ в 
режиме реального времени. 

 
Обзор процесса распознавания рукописных 

математических выражений 

Для того чтобы правильно распознать мате-
матическое выражение необходимо точно знать 
значение каждого из символов, которые в него 
вошли, и определить расположение этих симво-
лов относительно друг друга.  

Следовательно, задачу распознавания руко-
писных математических выражений будет целе-
сообразным рассматриваться с точки зрения 
следующих двух процессов, которые были опи-
саны в [5]:   

1. Распознавание символов; 
2. Определение пространственных отно-

шений между символами. 
В предлагаемой системе распознавания руко-

писных математических выражений, использу-
ется набор символов, который содержит строч-
ные буквы латинского алфавита, наиболее часто 
встречаемые в формулах строчные буквы грече-
ского алфавита, цифры и специальные матема-
тические символы. Отобранные символы позво-
ляют писать тригонометрические и логарифми-
ческие функции, интегралы, арифметические 
корни различной степени и др. Все символы бы-
ли разделены на две группы: 
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1. В первую группу вошли символы, которые 
могут быть написаны без отрыва пера, т.е. с 
помощью одного отрезка, как 0 и 1. Эти симво-
лы участвуют в этапе распознавания. 

2. Во вторую группу вошли символы, которые 
могут быть получены из комбинации символов 
первой группы. Такие символы будут рекон-
струированы на этапе структурного анализа из 
нескольких распознанных отрезков.  

Для решения задачи распознавания рукопис-
ных символов был выбран нечеткий классифи-
катор NEFCLASS [6], поскольку решение об 
идентификации рукописных символов принима-
ется системой распознавания в условиях непол-
ной и неточной информации.  Преимуществом 
искусственных нейронных сетей является их 
способность к обобщению полученной инфор-
мации, таким образом обученная на ограничен-
ном множестве выборочных данных нейронная 
сеть может вернуть верный результат примени-
тельно к данным, которые не участвовали в про-
цессе обучения. Подробно предлагаемый подход 
к решению задачи распознавания символов был 
рассмотрен в [7]. 

 
Структурный анализ  

математических выражений 

После этапа распознавания символов главной 
задачей становится определение пространствен-
ных отношений между составляющими матема-
тического выражения. Предлагается подход к 
структурному анализу математических выраже-
ний, состоящий из трех этапов и позволяющий 
определить расположение распознанных 
нейронной сетью символов относительно друг 
друга. Подход включает в себя этап размещения, 
этап реконструкции и этап группировки симво-
лов, как показано на Рис.1. Написанное пользо-
вателем математическое выражение просматри-
вается после каждого внесенного изменения, что 
дает возможность записывать составляющие 
математического выражения в любом порядке, а 
также вносить изменения в уже написанное вы-
ражение.  

 
 
 

 
 
 
 
 

Рис.1 Схема структурного анализа  
математических выражений 

Символы разделены на группы, в зависимо-
сти от допустимых и обязательных позиций 
размещения других символов относительно них. 
На Рисунке 2 схематически изображены все во-
семь возможных позиций. Под допустимой по-
зицией расположения символов понимается 
возможная, но не обязательная к заполнению 
символом позиция. Под обязательной позицией 
понимается позиция обязательная к заполнению 
символом. 

 

 

Рис.2 Схематическое изображение допусти-
мых и обязательных позиций размещения 

символов относительно текущего  
рассматриваемого символа 

 
На этапе размещения символов наилучшая 

позиция для размещения символа определяется 
по формуле: 

*NP P k  

где P – процент попадания символа 
k – коэффициент позиции, принимающий 

следующие значения: 
0-для недопустимых позиций,  
1-для допустимых позиций,  
1,5- для обязательных позиций. 
Этап размещения символов работает по сле-

дующему принципу: 
 Если наилучшая позиция размещения 

для данного символа принимает значе-
ние ноль, то найти наилучшую позицию 
размещения для соседних символов от-
носительно данного.   

 Если ноль, то поместить данный символ 
на месте ближайшей допустимой или 
обязательной позиции. 

На Рис.3 показан пример определения 
наилучшей позиции для размещения символов 
«2» и «3». 

Этап раз-
мещения  

Этап реконст-

рукции симво-
Этап груп-
пировки

Распознанный 
символ 



58                                               Вісник НТУУ «КПІ» Інформатика, управління та обчислювальна техніка №58 

 
Рис. 3 Пример определения наилучшей по-

зиции для размещения символов 
 

Этап реконструкции символов решает следу-
ющие задачи: 

1. Преобразование распознанных последо-
вательных отрезков в соответствующий сим-
вол.  Например, если отрезок «\» пересекает 
отрезок «/» в позиции M, то отрезки преобра-

зуются в символ «x». 
2. Преобразование распознанных последо-

вательных отрезков в соответствующую ком-
бинацию символов, имеющую семантическое 
значение. 

3. Коррекция ошибочно распознанных от-
резков, путем нахождения семантического зна-
чения комбинации символов в которую они 
входят.  

Для решения поставленных задач использует-
ся динамическая база эвристических правил, 
пример которой приведен на Рис.4. Данная таб-
лица основана на последовательности записи 
каждого последующего символа, и расположе-
нии символов относительно друг друга. 

 

Текущий	
символ	i	

Символ	
Si‐1	

Позиция	si	
относительно	

si‐1

Символ	
Si‐2

Позиция	si‐1	
относительно	

si‐2
Результат	

‐	 ∨ M ∀	
‐	 ൅	 4 ±	
.	 ɭ	 8 i	
‐  ɭ	 S t	
-  ⌠  S f	
.  ȷ  8 j	
/  \  M x	
\  /	 M x	
>  ‐	 2	or	F →	
/  ‐	 S	or	M c M ∉ 
‐  C	 M ∈ 
‐  Z	 M z 

o  O	 7 / 7 % 

|  ‐	 F	or	M | S π 

ɭ  ‐	 F	or	M ȷ S π 

ɭ  ~	 F	or	M ȷ S π 

n	 1	 6 s 6 sin	
s	 0	 6 c 6 cos	
m	 I	 6 l 6 lim	

Рис. 4 Пример базы эвристических правил 
 

Рассмотрим этап группировки. Некоторые 
символы позволяют сгруппировать несколько 
отдельных символов в одну группу. К таким 
символам относятся:  

 Различного вида скобки,  
 Математические аббревиатуры,  
 Дробная черта,  
 Сумма ∑,  
 Произведение ∏,  
 Интеграл,  
 Арифметический корень,   
 Точка, запятая.  

Группа символов рассматривается как единое 
объединение, для нее существуют допустимые и 
обязательные позиции размещения соседних 
символов. На Рис. 5 приведен пример группи-
ровки символов с помощью круглых скобок. 

 

 
 

Рис. 5 Пример группировки символов с  
помощью круглых скобок 
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Для проверки эффективности работы пред-
ложенных подходов были проведены экспери-
ментальные исследования, позволяющие оце-
нить качество распознавания рукописных мате-
матических выражений. Программная часть си-
стемы реализована на языке C# на базе плат-
формы Microsoft .NET. Преимущество исполь-
зования платформы .NET Framework заключает-
ся в возможности реализации исполняемого ко-
да независимого от   аппаратной части, посколь-
ку исходный код переводится компилятором в 
промежуточный байт-код Common Intermediate 
Language (CIL) и затем код исполняется вирту-
альной машиной Common Language Runtime 
(CLR), которая с помощью встроенного в неё 
JIT-компилятор преобразует промежуточный 
байт-код в машинные коды нужного процессора. 
Кроме того CLR заботится о базовой безопасно-
сти, управлении памятью и системе исключе-
ний. Необходимо отметить, что использование 
современной технологии динамической компи-
ляции позволяет достигнуть высокого уровня 
быстродействия. Результат работы можно со-
хранить в формате изображения .png или в виде 
кода языка TEX [8].  

Для обучения нечеткого классификатора 
NEFCLASS была использована выборка, состо-
ящая из 260 рукописных математических выра-
жений. Для генерации базы правил каждому 
образцу ставился в соответствие подходящий 
рукописный символ. После чего нейронная сеть 
была обучена с помощью генетического алго-
ритма обучения. Таким образом, были найдены 
значения весовых коэффициентов необходимые 
для инициализации нейронной сети. 

Тестирование проводилось путем рукописно-
го ввода математических выражений в режиме 
реального времени в планшетный ПК с помо-
щью стилуса. Общая выборка для тестирования 
составила 140 математических выражений. 
Среднее время распознавания каждого символа 
составило 150 миллисекунд на компьютере со 
следующими характеристиками: CPU Intel Core 
2 Quad с частотой 2.4 ГГц, RAM 4 Гб. Результа-
ты тестирования отражены на Рис.6 и отражают 

качество распознавания и структурирования 
математических выражений.  
 

Распознавание 
отрезков 

Реконструкция 
символов (для 
правильно  

распознанных 
отрезков)  

Структурный 
анализ  

математических 
выражений 

91,54% 95,32% 71,29% 

Рис.6 Результаты тестирования 
 

Поле «Распознавание отрезков» показывает 
процент правильно классифицированных сим-
волов, написанных без отрыва пера с помощью 
одного штриха, и позволяет оценить эффектив-
ность распознавания. Поле «Реконструкция сим-
волов» отображает процент верно реконструи-
рованных символов из распознанных правильно 
отрезков. Поле «Структурный анализ математи-
ческих выражений» показывает процент пра-
вильно структурированных выражений. 

 
Выводы 

В статье был описан предлагаемый подход к 
структурному анализу рукописных математиче-
ских выражений вводимых в ЭВМ в режиме 
реального времени. Рассмотрена разработанная 
динамическая база эвристических правил, осно-
ванная на знаниях о порядке записи и простран-
ственных отношениях между символами, позво-
ляющая проводить реконструкцию символов, 
коррекцию неправильно распознанных симво-
лов в последовательности путем нахождения ее 
семантического значения. Для проверки эффек-
тивности работы предложенного подхода были 
проведены экспериментальные исследования, 
позволяющие оценить качество распознавания 
рукописных математических выражений. По 
результатам тестирования были получены сле-
дующие результаты: процент правильно класси-
фицированных символов, написанных без отры-
ва пера с помощью одного штриха составил 
91,54%, процент правильно структурированных 
выражений составил 71,29%. 
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