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АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОЙ СЕТИ  

ПУТЕМ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ  ЕЕ ТОПОЛОГИИ ПРЕДФРАКТАЛЬНЫМ ГРАФОМ  
 

В работе проведен анализ формирования предфрактальных графов телекоммуникационных сетей с ис-
пользованием свойства самоподобия, а также рассмотрен подход для создания моделей таких сетей. Пока-
зано, что различие между топологией реальной сети и её модели в виде предфрактального графа может 
быть оценено при помощи удаление новых рёбер l - ранговой затравки. Полученные результаты позволяют 
выделять на структуре реального графа сети фрагменты, которые хорошо описываются предфрактальными 
графами, а значит, имеют масштабно-инвариантные характеристики.  
 

The paper analyzes the formation prefractal graphs telecommunication networks using the self-similarity 
property and considered approach to create models of such networks. It is shown that the difference between the 
actual network topology and its model as predfractal graph can be estimated using the removal of new edges l - 
rank seed. The results are used to distinguish the structure of the real network graph fragments, which are well 
described prefractal graph, and thus have a scale-invariant characteristics. 

 
1. Постановка проблемы 

Современные вычислительные системы и 
телекоммуникационные сети могут состоять из 
большого количества узлов и связей. В связи с 
этим возрастают трудности проектирования 
топологии таких систем, что связано с недоста-
точно развитой математической и инструмен-
тальной базой для поиска оптимальных реше-
ний. Проблема состоит в том, что при решении 
такого рода задач оптимизацию приходится 
выполнять на весьма непростых комбинатор-
ных объектах – графах связей с большим коли-
чеством вершин и ребер, а комбинаторно-
переборный характер задач не позволяет полу-
чить точное решение, возникающих при этом 
задач большой размерности [1]. 

Если представить сложную сеть в виде фрак-
тала с циклически повторяющимися структу-
рами, то задача моделирования их структуры 
сводится к определению момента фазового пе-
рехода диссипативных топологических струк-
тур сети, с последующим созданием модельных 
объектов с фрактальной структурой и изучени-
ем их геометрических характеристик [1, 2].  

В связи с этим задача создания математиче-
ских методов и программных инструменталь-
ных средств построения больших графов с про-
гнозируемыми параметрами становится все 
более актуальной. 

2. Анализ последних исследований и 
публикаций 

 Существует большой класс задач для реше-
ния которых требуется обработка сложных 
дискретных структур. Задачи, связанные со 
сложными структурами, возникают в теории 
перколяции [3], в теории многоуровневых 
иерархических систем [4], [5], в моделировании 
глобальных структур [6] и т. д. Структуры, ко-
торые не проектируются специальным образом, 
в большинстве своем обладают свойством са-
моподобия [8]. Такие структуры называют 
фрактальными [9].  

Целью работы является представление то-
пологии реальной сети с помощью графа, име-
ющего свойства самоподобия фрактала. 

 
3. Формулировка задачи исследования 

Пусть  EVG , - неориентированный граф, 

который описывает топологию заданной сети, 
где V - вершины графа, Е -ребра графа.  

Для построения фрактального (пред-
фрактального) графа определено множество 
структур графа, состоящих из различного числа 
элементов, которые могут быть использованы в 
качестве затравки  QWH , , W - вершины 

сегмента графа затравки, Q  - ребра сегмента 

графа затравки.  
Необходимо: 
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1) у намеченной для замещения вершины 
Vv ~  выделить множество, смежных ей вер-

шин   VvV j  ~~
; 

2) каждую вершину Vv j
~~   соединить реб-

ром с одной из вершин затравки  QWH , ;  
3) используя рекурсивно операцию замены 

вершин затравкой H  в l  этапов, необходимо 
сформировать фрактальный граф.  

Введем ограничения:  
1) размеры элементов структур  QWH ,  

различны; 
2) вершины соединяются случайным обра-

зом или по определенному принципу самопо-
добия. 

Отличие топологии реальной сети и ее пред-
фрактального графа необходимо оценить как 
разницу структур: графа  EVG ,  реальной 
сети и полученного фрактального графа 

 LLL EVG ,  ее модели. 
 

4. Изложения основного материала 

Фрактальные графы определяются как объ-
единение графа и фрактала,  с  присущими  
свойствами  фракталов:  самоподобием, дроб-
ной  размерностью,  масштабной  инвариантно-
стью и т. д. [4, 13].  

Фрактальные  графы  строятся  иерархиче-
ски:  вершина  графа вышестоящего  уровня  
раскрывается  в  виде  графа,  подобного выше-
стоящему [10]. Процесс раскрытия уровня еще 
называют затравкой вершины графа. 

В литературе термином «затравка» принято 
называть какой-либо связный граф  QWH , . 
Для определения предфрактального графа [10] 
выполняют операцию замены вершины затрав-
кой, суть которой заключается в следующем. 

Предфрактальный граф обозначим через 
 LLL EVG , , где LV   множество вершин гра-

фа, а LE   множество его ребер. Определим его 
рекуррентно, заменяя в построенном на преды-
дущем этапе графе  lll EVG ,  каждую его 

вершину затравкой ),( QWH  .  
На этапе 1l  предфрактальному графу со-

ответствует затравка HG 1 . Фрактальный 

граф  EVG , , порожденный затравкой 

 QWH , , определяется бесконечной траек-
торией [10]. 

Использование операции замены вершины 
затравкой в процессе формирования предфрак-

тального графа LG , для элементов  lll EVG , , 

 1..1  Ll , его траектории позволяет ввести в 
общем виде отображение: 

  tll
t VV  , (1) 

где множество lV   прообраз множества tlV  . 

Для предфрактального графа  LLL EVG , , 
ребра, появившиеся на l -ом этапе порождения, 
будем называть ребрами ранга l . 

Если из предфрактального графа 
),( LLL EVG  , порожденного n -вершинной за-

травкой  QWH , , последовательно удалить 
все старые ребра (ребра ранга l ), то исходный 
граф распадется на множество связных компо-
нент   1

LB , каждая из которых изоморфна [11] 

затравке  QWH , . 
При удалении из предфрактального графа 

 LLL EVG ,  всех ребер рангов rLl  ..1  по-

лучим множество   r
iLB , . Очевидно, что всякий 

блок       r
L

r
L

r
L MUB ,  является предфракталь-

ным графом  rrr MUB , , порожденным за-

травкой  QWH , . 
Для любой вершины из траектории предф-

рактального графа  LLL EVG ,  справедливо: 

   t
jtLj

t Uv , ,    t
jtlj

t Bv , , (2) 

где        tl
t

jtl
t

jtL
t

jtL GMUB   ,,, , . 

Аналогично,  
    tr

itl
r
il

t UU 
 ,, ,     tr

itL
r
iL

t BB 
 ,, , (3) 

где  tLr  ..1 ,  rLni  ..1 . 
Обобщением описанного процесса формиро-

вания предфрактального графа  LLL EVG ,  
является такой случай, когда вместо един-
ственной затравки  QWH ,  используется 
множество затравок.  

На рис. 1 жирными линиями обозначены ре-
бра затравки 1-го ранга. Линии средней толщи-
ны - ребра затравок 2-го ранга, а тонкими лини-
ями соответственно изображены ребра затравок 
3-го ранга. 

При формирования предфрактального графа 

 LLL EVG ,  производится ровно 
1

1




n

nL

 опера-

ций замены вершины затравкой. При необхо-
димости можно убедиться в том, что каждая 
операция приносит графу  LLL EVG ,  по 

 1Hk -ой внутренней грани.  
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                 а) HG 1                  б) 2G  

 
в)  1

13 BG   

Рис. 1. Предфрактальные графы, порож-
денные затравкой 3-го ранга 

Поэтому общее число  
1

1
1





n

n
k

L

H  внут-

ренних граней предфрактального графа 
 LLL EVG ,  в сумме с одной внешней гранью 

дают формулу: 

 
1

1
11





n

n
kk

L

HGL
. (4) 

Для предфрактального графа  LLL EVG , , 
порожденного множеством затравок, через 

tH
Tt

kk
,2

min min


 , 
tH

Tt
kk

,2
max max


  обозначим мини-

мальное и максимальное число граней среди 
затравок из множества  tHH , где t - количе-

ство затравок, применяемых для покрытия мо-
делируемого графа. 

Число граней 
LGk  предфрактального графа 

 LLL EVG , , порожденного множеством затра-
вок, ограничено двойным неравенством: 

   
1

1
11

1

1
1 maxmin 








n

n
kk

n

n
k

L

G

L

L
. (5) 

Отметим, что правая часть неравенства (5) 
достигается, когда при формировании предф-
рактального графа ),( LLL EVG   участвует 

только одна затравка из множества  tHH  с 

числом граней равным maxk .  Левая часть (5) 

достигается, когда предфрактальный граф 
 LLL EVG ,  порожден затравкой  tHH  с 

минимальным числом  граней mink . 

Пример. Построим модель топологии сети в 
виде предфрактального графа. Пусть сеть зада-
на графом (рис. 2), которой не является канони-
чески фрактальным. 

 

 
Рис. 2. Пример топологии сети

 
Выделим связный граф, который будет за-

травкой для исходного предфрактального графа 
(рис. 3).  

 

Рис. 3. Затравка предфрактального графа
 
Используя операцию замены вершин затрав-

кой, суть которой описана выше, по принципу 
самоподобия получаем предфрактальный граф 
соответствующего ранга. 

Рис. 4. Схема формирования предфракталь-
ного графа 

 
Стоит отметить, что при порождении 3-

ранговой затравкой предфрактального графа 
последовательно удаляются старые ребра. Это 
видно из области 3G . Для порождения конечно-

 2
LB

 3
LB  

HG 1
 

3G  

2G  
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го предфрактального графа необходимо прове-
сти 4 операций замены вершин затравкой. 

 

Рис. 5. Результат операций замены вершин 
графа затравкой Нt  

 
В соответствии с (4-6) было получено значе-

ния минимального и максимального количества 
граней предфрактального графа, которое можно 
получить путем замены вершин реального гра-
фа затравкой из  QWH , . Для нашего случая 

при 2min k  и 4max k  зависимость количе-

ства граней 
LGk от ранга l приведена на рис. 6. 

 Рис. 6. Зависимость  количества граней  
kG от ранга  l 

 
Анализ зависимости (рис. 6) свидетельствует 

о том, что для реального графа сети (рис. 2), 
 
 

состоящего из 9 узлов и 29 ребер, при исполь-
зовании трехузловой затравки (рис. 3), для по-
строения модели топологии в виде предфрак-
тального графа необходимо выполнение четы-
рех рекурсивных процедур замещения узлов 
реальной сети затравкой Н1. 

Построенный предфрактальный граф имеет 
25 узлов, соединенных 62 ребрами. 

Для приведения предфрактального графа  к 
модели топологии реальной сети (рис. 7) из его 
структуры удалены лишние узлы и ребра. 

 
- предфрактальный граф  
- граф реальной сети 
 

Рис. 7. Предфрактальный граф 
 

5. Выводы 

Анализ сложной сети путем представления 
ее структуры в виде фрактала с циклически 
повторяющимися структурами существенно 
снижает трудоемкость решения задач, связан-
ных со сложными структурами и системами в 
целом. 

В качестве элементов предфрактального 
графа можно рассматривать его подграфы-
затравки или, в зависимости от постановки за-
дачи, блоки различных рангов. Причем уста-
новленные правила соединения подграфов-
затравок при помощи старых ребер, позволяют 
говорить о наличии (или об отсутствии) у мо-
делируемых графов фрактальных свойств.  
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