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ПРОГРАММНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СОВМЕЩЕННОГО ВО ВРЕМЕНИ  
СЛОЖЕНИЯ ДВАДЦАТИ ЦЕЛЫХ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ В ИЗБЫТОЧНОЙ  

РЕКУРРЕНТНОЙ СИСТЕМЕ СЧИСЛЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

В статье в рамках программных моделей рассмотрены сравнения быстродействий совмещенного во 
времени сложения 20-ти целых положительных 32-/16-разрядных чисел в избыточной рекуррентной систе-
ме счисления третьего порядка с алфавитом {0, 1}, образованной линейным рекуррентным соотношением 
Bn=Bn-1+3Bn-3+2Bn-4 с начальными значениями 1 1 1 1 2 4 8 и поочередного сложения 20-ти целых положи-
тельных 32-/16-разрядных двоичных чисел по стандартному алгоритму Уоллеса. 

 
In an article in the framework of program models examined compare the performance of coincident in time ad-

dition of twenty positive integers 32-/16-bit numbers in the redundant recurrent numeration system of the third 
order created by the linear recurrence relation Bn=Bn-1+3Bn-3+2Bn-4, with starting values 1 1 1 1 2 4 8 and addition 
by turns of twenty integer positive 32-/16-bit binary numbers on a standard algorithm of Wallace.  

 
1. Введение 

Постановка проблемы. Повышение произ-
водительности и достоверности вычислений в 
компьютерных системах, включающее повы-
шение быстродействия и обеспечение высокого 
уровня их надежности, является одной из важ-
нейших задач современной цифровой электро-
ники. 

Для решения этой задачи предусматривает-
ся применение аппаратной и информационной 
избыточности, а следовательно и использова-
ние избыточных систем счисления (ССЧ) [1]. 
Благодаря множественности кодовых представ-
лений одного и того же числа в избыточной 
системе счисления появляется возможность 
распараллеливания вычислений [2] и увеличе-
ние быстродействия арифметических 
устройств. Также, одним из возможных спосо-
бов повышения скорости вычислений, выпол-
няемых над большими объемами числовых 
данных, является использование совмещенного 
во времени выполнения операций [3]. Поэтому 
совмещенное выполнение операций можно 
применить для решения проблемы многоопе-
рандного сложения. Многооперандное сложе-
ние является фундаментальной проблемой [4,5], 
так как с увеличением числа операндов растет 
логическая сложность сумматора [6]. Таким 
образом, создание более быстрых алгоритмов 
совмещенного во времени многооперандного 
сложения в избыточных ССЧ является актуаль-
ной задачей. 

Анализ последних исследований и публи-
каций. Разновидностью избыточных ССЧ яв-
ляются линейные избыточные рекуррентные 
системы счисления (ЛИРСЧ). В работе [7] был 

разработан программный комплекс генерации 
систем счисления с правилами совмещенного 
сложения (ССЛ) в них до 5-ти включительно 
слагаемых с использованием структурно-
блочных кодов (СБК). Оказалось, что наиболее 
простые правила ССЛ до 5-ти слагаемых вклю-
чительно (k (2; 3; 4; 5)) имеет ССЧ с алфави-
том {0, 1}, образованная линейным рекуррент-
ным соотношением (ЛРС) 

         Bn=Bn-1+3Bn-3+2Bn-4                      (1) 
и начальными значениями 1 1 1 1 2 4 8 (НЗ) 

(т.е. B0 = 1, B1 = 1, B2 = 1, B3 = 1, B4 = 2, B5 = 4, 
B6 = 8), для которой выполняются следующие 
правила ССЛ: 
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Но вопрос совмещенного сложения более 5-
ти двоичных слагаемых в этой ССЧ не рассмат-
ривался. 

2. Постановка задачи. 

С использованием СБК создать программ-
ную модель совмещенного сложения 20-ти це-
лых положительных 32-/16-разрядных чисел в 
ЛИРСЧ 3-го порядка, образованной ЛРС Bn= 
Bn-1   +  3Bn-3+2Bn-4 с НЗ, с алфавитом {0, 1} и 
сравнить ее быстродействие с быстродействием 
программной модели поочередного сложения 
20-ти целых положительных 32-/16-разрядных 
двоичных чисел по алгоритму Уоллеса. 
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3. Доказательство правил совмещенного во 
времени сложения в избыточной  

рекуррентной системе счисления третьего 
порядка. 

В [8] рассмотрен метод поочередного сло-
жения 12-ти слагаемых с использованием дере-
ва Уоллеса (рис.2 из [8]). При этом использова-
но 11 цифровых компрессоров типа 3:2 и один 
быстрый сумматор с распространением перено-
са (СРА - carry propagate adder) [8]. Использу-
ются методы оптимизации (теория графов) 
[9,10] для минимизации числа цифровых ком-
прессоров и связей между ними для поочеред-
ного сложения более 3-х слагаемых. По анало-
гии с рис. 2 из [8] создадим дерево Уоллеса по-
очередного сложения 20-ти слагаемых и ис-
пользуем его для сравнения быстродействия 
совмещенного и поочередного сложения 20-ти 
слагаемых : 

 
Рис.1. Поочередное сложение 20-ти  

слагаемых с использованием дерева Уоллеса 
по аналогии с рис. 2 из [8]. 

Из рис.1 видно, что для поочередного сло-
жения  20-ти слагаемых используется 18 циф-
ровых компрессоров типа 3:2 и один быстрый 
сумматор с распространением переноса. 

Используя возможность совмещенного 
сложения, программный комплекс [7] был усо-
вершенствован для получения ССЧ, в которых 

возможно совмещенное во времени сложение 
до 20-ти слагаемых включительно (k (2; 3; 4; 
5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 
20)). Оказалось, что наиболее простые правила 
совмещенного сложения до 20-ти слагаемых 
включительно (3) имеет ССЧ, созданная ЛРС 
(1) с начальными значениями НЗ при n7. 
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Докажем правила сложения (3) для ССЧ, за-
данной ЛРС (1) и НЗ. В работе [11] для ЛИРСЧ 
3-го порядка (1) доказано правила совмещенно-
го сложения до 5-ти слагаемых включительно 
(т.е. первые 6 равенств системы (3)). Докажем 
правила совмещенного сложения до 20-ти сла-
гаемых включительно в ЛИРСЧ, заданной ЛРС 
(1) и НЗ, т.е. последние 15 равенств системы 
(3). 

Доказательство. Седьмое правило в системе 
(3), 6Bn=Bn+1+Bn+2 получается из правила 4 так:  
6Bn=2 · 3Bn =2Bn + 2Bn+1. По правилу 3 имеем: 
2Bn = Bn+1 и 2Bn+1 = Bn+2. Подстановка этих двух 
равенств вместо 2Bn и 2Bn+1 в 6Bn дает правило 
7. Правило 8 получается из 7-го: 7 Bn = 6Bn + Bn 
=  Bn + Bn+1 + Bn+2. Правило 9 получается из 8-
го так: 8Bn = Bn  + Bn + Bn+1 + Bn+2. По правилу 
3 имеем: 2Bn = Bn+1 , 2Bn+1 = Bn+2 і 2Bn+2 = Bn+3. 
Последовательное применение этих равенств 
дает: 8Bn = Bn+1 + Bn+1 + Bn+2 = Bn+2+ Bn+2 = Bn+3. 
Правило 10 получается из 9-го: 9Bn = 8Bn + Bn  
= Bn + Bn+3. Правило 11 получается из 10-го так: 
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10Bn = Bn  + Bn + Bn+3. По правилу 3 имеем: 2Bn 
= Bn+1. Поэтому 10Bn = Bn+1 + Bn+3. Правило 12 
получается из 11-го так: 10Bn + Bn  = Bn + Bn+1 + 
Bn+3. Поэтому 11Bn= Bn + Bn+1 + Bn+3. Правило 
13 получается из 12-го так: 12Bn= 2Bn + Bn+1 + 
Bn+3. По правилу 3 имеем: 2Bn = Bn+1 и 2Bn+1 = 
Bn+2. Подстановка этих двух равенств вместо 
2Bn и 2Bn+1 в 12Bn дает правило 13: 12Bn= Bn+2 + 
Bn+3. Правило 14 получается из 13-го так: 12Bn 
+ Bn  = Bn + Bn+2 + Bn+3. Поэтому 13Bn= Bn + Bn+2 
+ Bn+3. Правило 15 получается из 14-го так: 
13Bn+Bn= 2Bn + Bn+2 + Bn+3. По правилу 3 име-
ем: 2Bn = Bn+1. Поэтому    
14Bn= Bn+1 + Bn+2 + Bn+3. Правило 16 получается 
из 15-го так: 14Bn+Bn= Bn + Bn+1 + Bn+2 + Bn+3. 
Поэтому 
15Bn= Bn + Bn+1 + Bn+2 + Bn+3. Правило 17 полу-
чается из 16-го так: 15Bn + Bn= Bn  + Bn + Bn+1 + 
Bn+2. По правилу 3 имеем: 2Bn = Bn+1 , 2Bn+1 = 
Bn+2, 2Bn+2 = Bn+3 и 2Bn+3 = Bn+4. Последователь-
ное применение этих равенств дает: 16Bn = 2Bn 
+ Bn+1 + Bn+2 + Bn+3 = Bn+1 + Bn+1 + Bn+2 + Bn+3= 
2Bn+1 + Bn+2 + Bn+3= Bn+2 + Bn+2 + Bn+3 = 2Bn+2 + 
Bn+3 = Bn+3 + Bn+3 = Bn+4 . Правило 18 получает-
ся из 17-го так: 16Bn + Bn= Bn  + Bn+4. Поэтому 
17Bn= Bn  + Bn+4. Правило 19 получается из 18-
го так: 17Bn + Bn= 2Bn  + Bn+4. По правилу 3 
имеем: 2Bn = Bn+1. Поэтому 18Bn = Bn+1  + Bn+4. 
Правило 20 получается из 19-го так: 18Bn + Bn= 
Bn + Bn+1 + Bn+4. Поэтому 19Bn = Bn + Bn+1 + 
Bn+4. Правило 21 получается из 20-го так: 20Bn 
= 19Bn + Bn = 2Bn + Bn+1 + Bn+4. По правилу 3 
имеем: 2Bn = Bn+1 и 2Bn+1 = Bn+2. Подстановка 
этих двух равенств вместо 2Bn и 2Bn+1 в 20Bn 
дает правило 21: 20Bn = Bn+1 + Bn+1 + Bn+4 = 
2Bn+1 + Bn+4 = Bn+2 + Bn+4 . Этим систему правил 
совмещенного сложения (3) для ЛИРСЧ (1) с 
НЗ доказано. 

 
4. Программная модель сравнения  

быстродействия совмещенного во времени 
сложения в избыточной рекуррентной  
системе счисления третьего порядка. 

Для сравнения быстродействия совмещен-
ного сложения 20-ти целых положительных 32-
/16-разрядных чисел в ЛИРСЧ 3-го порядка, 
образованной ЛРС (1) с НЗ 1 1 1 1 2 4 8, алфа-
витом {0, 1} с быстродействием поочередного 
сложения 20-ти целых положительных 32-/16-
разрядных двоичных чисел по часто использу-
емому алгоритму Уоллеса создадим программ-
ную модель с помощью электронных таблиц 

Excel 2003 и встроенного языка программиро-
вания VBA. 

Совмещенное во времени сложение до 20-ти 
целых положительных n - разрядных слагаемых 
включительно в ЛИРСЧ 3-го порядка с алфави-
том {0, 1}, образованной ЛРС (1) с НЗ и по пра-
вилам (3) увеличивает разрядность суммы до n 
+ 5 разрядов. 

На рис. 2 приведен алгоритм программной 
модели совмещенного сложения 20-ти слагае-
мых в ЛИРСЧ 3-го порядка с алфавитом {0, 1} 
и НЗ, сгенерированной ЛРС (1) и алгоритм про-
граммной модели поочередного сложения 20-ти 
слагаемых в обычной двоичной ССЧ по алго-
ритму Уоллеса. Прямое применение правил 
совмещенного сложения (3) в ЛНРСЧ показано 
на рис. 2 в виде первого блока операторов, об-
веденного пунктиром. Моделирование работы 
сумматора с распространением переноса пока-
зано на рис. 2 в виде второго блока операторов, 
обведенного пунктиром. При моделировании 
работы сумматора с распространением перено-
са использована формула [12]: 

            






1n

km
kmn BBB

,                     (4) 
где k0;  k  m  n - 1 ; n7; 0kB .  

        Сравнение скоростей вычисления суммы 
20-ти слагаемых в обоих представленных в 
Excel моделях многооперандного сложения 
показало, что модель сложения в ЛИРСЧ для 
32-разрядных целых положительных чисел тре-
бует меньше вычислений и на 73% быстрее, 
чем модель сложения в обычной двоичной ССЧ 
по алгоритму Уоллеса (определено как среднее 
значение времени вычисления суммы на 400 
наборах по 20 случайных 32-разрядных слагае-
мых в каждом). 

Сравнение скоростей вычисления суммы 
20-ти слагаемых в этих же программных моде-
лях, скорректированных для 16-разрядных це-
лых положительных чисел показывает, что мо-
дель сложения в ЛНРСЧ на 73% быстрее, чем 
модель сложения в обычной двоичной ССЧ по 
алгоритму Уоллеса (определено как среднее 
значение времени вычисления суммы на 400 
наборах по 20 случайных 16-разрядных слагае-
мых в каждом). 
           Во время вычисления суммы слагаемых в 
ЛИРСЧ происходит перевод результата в 
обычную двоичную ССЧ и полученный резуль-
тат может быть использован без дополнитель-
ных преобразований в следующих вычислени-
ях. 
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 В программных моделях совмещенного сложе-
ния в ЛИРСЧ 3-го порядка 20-ти целых поло-
жительных слагаемых как для случая только 
32-разрядных слагаемых, так и для случая 
только 16-разрядных слагаемых необходимо в 
3,1 раза меньше ячеек памяти для хранения 
промежуточных результатов вычислений, чем в 
соответствующих программных моделях по-

очередного сложения в обычной двоичной ССЧ 
по алгоритму Уоллеса. 

Итак, простые правила сложения (3) опре-
деляют метод совмещенного сложения до 20-ти 
слагаемых включительно в ЛИРСЧ 3-го поряд-
ка (1) при n7  с НЗ 1 1 1 1 2 4 8. 
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Рис. 2. Алгоритм программной модели совмещенного сложения 20-ти целых положительных 
32-разрядных чисел в  ЛИРСЧ 3-го порядка с алфавитом {0, 1} и НЗ 1 1 1 1 2 4 8, сгенерирован-
ной ЛРС (1) и алгоритм программной модели поочередного сложения 20-ти 32-разрядных  

слагаемых в обычной двоичной ССЧ. 
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Выводы 

В результате проведенных исследований с 
использованием СБК определено, что модель 
совмещенного во времени сложения 20-ти слага-
емых в ЛИРСЧ 3-го порядка с алфавитом {0, 1}, 
сгенерированной рекуррентным соотношением       
Bn  =   Bn-1+  3Bn-3+2Bn-4 с НЗ 1 1 1 1 2 4 8 для 32-
разрядных целых положительных чисел, требует 
меньше вычислений и на 73% быстрее, чем мо-
дель сложения в обычной двоичной ССЧ по ал-
горитму Уоллеса. Скорректированная для 16-
разрядных целых положительных чисел модель 
совмещенного во времени сложения 20-ти слага-
емых в этой же ЛИРСЧ на 79% быстрее, чем мо-
дель сложения в обычной двоичной ССЧ по ал-
горитму Уоллеса. 
           В программных моделях совмещенного 
сложения в ЛИРСЧ 3-го порядка 20-ти целых 

положительных слагаемых как для случая 
только 32-разрядных слагаемых, так и для 
случая только 16-разрядных слагаемых 
необходимо в 3,1 раза меньше ячеек памя-
ти для хранения промежуточных резуль-
татов вычислений, чем в соответствую-
щих программных моделях поочередного 
сложения в обычной двоичной ССЧ по 
алгоритму Уоллеса. 

Практическое внедрение этой ЛИРСЧ 
необходимо проводить в зависимости от 
аппаратных возможностей и требований 
проектирования при условии повышения 
контролирующих свойств кодов. Эта 
ЛИРСЧ может быть использована на 
практике для более быстрой работы циф-
ровых фильтров. 
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