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В статье разработаны ПДС-алгоритмы решения задач составления расписаний выполнения независимых 

работ с директивными сроками параллельными приборами равной и разной производительности по век-
торному (лексикографическому) либо скалярному критерию максимизации минимального момента начала 
работы приборов. На основе созданных ранее признаков оптимальности допустимых решений разработаны 
алгоритмы, реализующие полиномиальную составляющую ПДС-алгоритма и полиномиальную аппрокси-
мацию точного алгоритма решения рассматриваемых задач – эвристические или приближенные алгоритмы 
с оценкой отклонения от оптимального решения. 

 
In the paper the PDC-algorithms are developed for scheduling problems of processing independent jobs with due 

dates on parallel machines with equal and different performance ratios with the vector (lexicographical) or scalar criteri-
on of maximization the minimum moment of the processing start on machines. On the basis of previously created signs 
of optimality of the feasіble solutions the algorithms are developed that implement the polynomial component of the 
PDC-algorithm and polynomial approximation of exact algorithm for the problems solution – heuristic or approximate 
algorithms with the estimate of deviation from the optimal solution. 

 

Введение 

В [1, 2, 3] изложен новый подход к решению 
NP-полных задач достаточно большой размер-
ности, сформировавшийся как теория ПДС-
алгоритмов. ПДС-алгоритмом называется алго-
ритм [1], состоящий из полиномиальной со-
ставляющей и экспоненциального подалгорит-
ма либо полиномиальной аппроксимации точ-
ного алгоритма (приближенного или эвристи-
ческого алгоритма), которые могут содержать 
условия декомпозиции исходной задачи на под-
задачи меньшей размерности [1, гл. 3]. Поли-
номиальная составляющая порождается логико-
аналитическими условиями (p-условиями), вы-
полнение которых допустимым решением, по-
лученным в результате реализации полиноми-
альной составляющей ПДС-алгоритма, опреде-
ляет его как оптимальное. p-условия находятся 
в результате теоретических исследований соот-
ветствующего класса труднорешаемых задач 
комбинаторной оптимизации. Полиномиальная 
составляющая ПДС-алгоритма синтезируется 
таким образом, чтобы последовательная проце-
дура конструирования допустимых решений 
была наиболее эффективной с точки зрения 
реализации p-условий (достаточных признаков 
оптимальности допустимых решений). Верхняя 
оценка сложности полиномиальной составля-
ющей известна. Иногда экспоненциальная со-
ставляющая ПДС-алгоритма заменяется алго-

ритмом полиномиальной сложности, приводя-
щим к приближенному (субоптимальному) ре-
шению [1]. 

В [4] формулируется ряд новых одноэтапных 
задач календарного планирования, для каждой 
из которых находятся p-условия (признаки оп-
тимальности допустимого решения). Получен-
ные результаты реализуют возможность постро-
ения для этих классов комбинаторных задач оп-
тимизации эффективных ПДС-алгоритмов. 

Таким образом, расширяется класс задач, для 
которых могут быть построены ПДС-
алгоритмы. Приведенные в данной статье зада-
чи не исследовались на предмет того, к какому 
классу задач (P или не проще, чем NP-полные) 
они относятся. Однако это не суть важно – 
ПДС-алгоритм может оказаться необходимой 
вычислительной процедурой и в случаях, когда: 

а) неизвестен точный полиномиальный алго-
ритм решения задачи; 

б) точный полиномиальный алгоритм изве-
стен, но его вычислительная сложность суще-
ственно выше вычислительной сложности по-
линомиальной составляющей ПДС-алгоритма, 
и при этом статистически значимо полиноми-
альная составляющая реализуется при произ-
вольном моделировании индивидуальных за-
дач. 

В данной статье разработаны ПДС-
алгоритмы решения задач 4.1 и 5.1 из [4]. Каж-
дый из них включает как несколько алгорит-
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мов, реализующих полиномиальную составля-
ющую (p-составляющую), так и несколько ал-
горитмов, реализующих полиномиальную ап-
проксимацию точного алгоритма решения рас-
сматриваемой задачи (предлагаются эвристиче-
ские алгоритмы и приближенные алгоритмы с 
оценкой отклонения от оптимального решения). 
Это связано с тем, что в зависимости от исход-
ных данных конкретный алгоритм дает лучшее 
решение, чем другие (заранее неизвестно, какой 
алгоритм окажется лучшим). 

Задача 4.1 [4]. Приборы равной 
производительности 

Определение 1. Расписание называется допу-
стимым, если в нем нет запаздывающих работ. 
Работа называется допустимой, если она вы-
полняется без запаздывания. 

Постановка задачи. Имеется m независимых 
параллельных приборов равной производи-
тельности, работающих без прерываний, кото-
рые выполняют n работ (li – длительность вы-

полнения i-й работы, i = n,1 ). Работы должны 

быть выполнены к директивным срокам di. Мо-
менты запуска приборов произвольны. Необхо-
димо построить допустимое расписание, мак-
симизирующее один из двух критериев: 

Критерий 1. 
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где rj – момент запуска прибора j, i1 – номер 
прибора, у которого момент запуска в опти-
мальном расписании самый ранний (он является 
самым поздним для всех допустимых расписа-

ний); jl, ml ,2  – номер прибора, у которого 

момент запуска следующий по величине после 

приборов jk, 1,1  lk  (он является самым позд-

ним для всех допустимых расписаний с фикси-

рованным 1,1,  lkr
kj

). 

Определение 2. Допустимое расписание, у ко-
торого моментами запуска приборов являются 

mlr
lj

,1,  , называется оптимальным по прямому 

лексикографическому порядку. 
Примечание. Допустимое расписание называ-

ется оптимальным по обратному лексикографи-
ческому порядку, если для него выполняется: 

 
.,2},1,1,,,1,maxmax{

}maxmax{
,11

mllkiimirr

rr

ki
i

j

i
mi

j

l



  

Критерий 2. Допустимое расписание является 
оптимальным по критерию 2, если для него вы-
полняется: 
 }minmax{
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Признаки оптимальности допустимого ре-
шения по векторному критерию (1). 

Обозначим через I множество всех работ {i: 

i = n,1 }. 

Очевидно, выполняются неравенства di – li ≥ 

≥ 0, i = n,1 . Перенумеруем работы по неубыва-

нию чисел di – li, и пусть при этом выполняются 
неравенства d1 – l1 < d2 – l2 < … < dn – ln. 

В статье [4] сформулированы и доказаны до-
статочные признаки оптимальности №1 и №2, 
которые позволили сконструировать полиноми-
альную составляющую ПДС-алгоритма для 
рассматриваемой задачи. 

Признак оптимальности №1 допустимого 
расписания. 

п. 1. На первый прибор первой назначаем ра-
боту с индексом 1. r1 = d1 – l1. Числу r1 соответ-
ствует максимально возможное значение 

1j
r  в (1). 

Пусть выполняются следующие неравенства: 

di + lk > dk, i = m,1 , k = mi ,1 . Тогда назначаем 

на k-й прибор, k = m,2 , первой работу с индек-

сом k и моментом запуска прибора rk = dk – lk. 
Утверждение 1 [4]. Произвольное допусти-

мое расписание, для которого выполнен п. 1, 
является оптимальным по критерию (1). 

Признак оптимальности №2 допустимого 
расписания. 

п. 2. На первый прибор первой назначается 
работа с индексом 1. r1 = d1 – l1 (d1 – l1 – это 
максимально большое возможное значение 

1j
r  в 

(1)). Пусть k2 – 1 – максимальное натуральное 
число, для которого выполняются неравенства: 
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Тогда на первый прибор последовательно 
назначаются работы с индексами 1, 2, …, k2 – 1. 
Работа с индексом k2 назначается первой на 
второй прибор, 

222 kk ldr  . Если неравенство 
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не выполняется, тогда на третий прибор первой 
назначается работа с индексом k2 + 1 в момент 
времени 113 22   kk ldr . В этом случае 

k3 = k2 + 1. В противном случае должны выпол-
няться неравенства: 
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Тогда работа с индексом k2 + 1 назначается на 
прибор, которому соответствует минимум в (4). 
Если неравенство (4) выполнено, а неравенство 
(5) нарушается, то признак оптимальности №2 
допустимого расписания для данной индивиду-
альной задачи нарушен. Аналогично последова-
тельно назначаются на первый либо второй при-

бор работы с индексами 1,2 32  kk  (k3 – мак-

симально возможное натуральное число). При 
этом, если текущая работа может быть назначе-
на на прибор с меньшим моментом начала об-
служивания, то назначение ее на прибор с боль-
шим моментом времени начала обслуживания 
должен приводить к нарушению директивного 
срока (аналог выполнения неравенств (4), (5)). 
Работа с индексом k3 первой назначается на тре-
тий прибор в момент времени 

333 kk ldr  . 

Аналогично происходит дальнейшее после-
довательное назначение работ с индексами k3 + i 
на приборы. Необходимым условием выполне-
ния признака оптимальности №2 является тре-
бование, что распределяемая работа может быть 
назначена только на один прибор (с минималь-
ным временем освобождения) из текущего мно-
жества приборов, на которые производится 
назначение работ. Если ни на один прибор из 
текущего множества приборов работа не может 
быть назначена, она назначается первой на сле-
дующий прибор в момент времени, равный ди-
рективному сроку этой работы минус ее дли-
тельность. Распределение работ заканчивается 
либо когда все работа распределены на l прибо-
ров (l < m), либо назначением на m-й прибор 

первой km-й работы 
mm kkm ldr  . Распределе-

ние работ в соответствии с п. 2 завершено. 
Пусть I1 – множество работ, которое содер-

жит все работы с индексами из множества 

{ mk,1 } либо { lk,1 }, если работы распредели-

лись на l приборах (l < m). Потребуем выполне-
ния следующего условия. Перенумеруем все 
работы из множества I1 в порядке их назначе-
ния на приборы. Тогда для каждой работы с 

индексом i ( lm kki  ,2 ) должно выполняться 

 di – Ci < lp, lm kkip  ,1 , (6) 

где Ci – момент окончания выполнения i-й ра-
боты. Тогда имеет место утверждение: 

Утверждение 2 [4]. Произвольное допусти-
мое расписание, для которого выполнен п. 1 
либо п. 2 и условие (6), является оптимальным 
по критерию (1), т.е. 
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в соответствии с предпорядком – лексикогра-

фическим порядком, где  
mqq rr 

1
 – вектор 

моментов запуска приборов произвольного до-
пустимого расписания, компоненты которого 
расположены в прямом лексикографическом 
порядке, т.е. первая компонента наименьшая, 
вторая – следующая по величине и т.д., а 

 mrr 1  соответствует допустимому расписа-

нию, у которого выполнен п. 1 либо п. 2 и усло-

вие (6) (компоненты вектора  mrr 1  по по-

строению расположены в соответствии с пря-
мым лексикографическим порядком). 

Условие (7) соблюдается, если 
11 qrr  , либо 

если 
11 qrr   и 

22 qrr  , либо 
11 qrr   и 

22 qrr  , но 

33 qrr  , и т.д., либо mjrr
jqj ,1,  . 

Аналогично (7) по прямому лексикографиче-
скому порядку сравниваются два произвольных 
вектора. 

Примечание. Если в соответствии с п. 2 за-
груженными оказались l приборов (l < m), то в 

(7) rl+i, lmj  ,1 , формально принимают зна-

чения +∞. 
Примечание. Если все работы распределены 

по l приборам, l < m, то построено оптимальное 
расписание по критерию (1). 

Признак оптимальности допустимого ре-
шения по скалярному критерию (2). 

На первый прибор первой назначаем работу с 
индексом 1. r1 = d1 – l1. Числу r1 соответствует 
максимально возможное значение 

1i
r  в (2). 

Утверждение 3. Произвольное допустимое 

расписание, у которого ri ≥ r1, mj ,2 , является 

оптимальным по критерию (2). 

ПДС-алгоритм решения задачи 4.1 [4] 
по критерию (1) (алгоритм А) 

p-составляющая ПДС-алгоритма. Поли-
номиальная составляющая ПДС-алгоритма со-
стоит из пяти алгоритмов, которые реализуются 
последовательно в произвольном порядке. Пер-
вый алгоритм, построивший допустимое распи-
сание, для которого выполнен признак опти-
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мальности №1 или №2, реализует оптимальное 
решение задачи по критерию (1). 

 
Рис. 1. Схема ПДС-алгоритма А 

Алгоритм А1.1 

Алгоритм реализует полиномиальную состав-
ляющую для построения допустимого расписа-
ния, если построено начальное расписание в со-
ответствии с признаком оптимальности допу-
стимого решения №1 либо №2. В результате 
исходное множество работ I разбивается на два 
подмножества: I1 – множество работ, предвари-
тельно назначенных на выполнение, и I1' – мно-
жество еще не назначенных работ, которые упо-
рядочиваются по возрастанию значений di – li 

(последовательность уп). Для каждого прибора k 
известен момент освобождения после выполне-
ния назначенных работ Ck. Дальнейшее назначе-
ние работ из последовательности уп на выполне-
ние осуществляется следующим образом: каждая 
очередная работа назначается на выполнение на 
прибор с минимальным моментом освобождения. 
Если работа не запаздывает, итерация оконче-
на, пересчитываем момент освобождения, пе-

реходим к следующей работе из упорядоченной 
последовательности работ уп. Если работа за-
паздывает, полиномиальная составляющая не 
реализована, алгоритм окончен. Если в резуль-
тате такого распределения все работы выполня-
ются без запаздывания, то полиномиальная со-
ставляющая реализована. 

Алгоритмы А1.2, А1.2а 

Алгоритмы применяются для случая, когда 
начальное расписание реализует признак опти-
мальности №1. 

Алгоритмы А1.2, А1.2а – это алгоритмы 
А2.1, А2.1а (см. ниже на стр. 7) с учетом сле-
дующего ниже примечания А. 

Примечание А. Алгоритм распределяет все 
работы, кроме работ, принадлежащих началь-
ному расписанию. После выполнения алгорит-
ма проверяется выполнение следующего усло-
вия: на каждом приборе момент запуска прибо-
ра не должен быть меньше, чем момент окон-
чания выполнения первой работы на этом при-
боре в соответствии с начальным расписанием. 
Если это условие не выполняется, полиноми-
альная составляющая не реализована данным 
алгоритмом. Иначе для получения оптимально-
го расписания необходимо сдвинуть получен-
ное приближенным алгоритмом расписание на 
этом приборе влево так, чтобы момент начала 
выполнения первой работы приближенного 
расписания на каждом приборе совпадал с мо-
ментом окончания выполнения первой работы 
начального расписания на этом приборе (чтобы 
все приборы работали без прерываний). 

Алгоритмы А1.3, А1.3а 

Алгоритмы применяются для случая, когда 
начальное расписание реализует признак опти-
мальности №1. 

Алгоритмы А1.3, А1.3а – это алгоритмы 
А2.2, А2.2а (см. ниже на стр. 9) с учетом при-
мечания А (стр. 7). 

Полиномиальная аппроксимация точного ал-
горитма решения задачи состоит из пяти алго-
ритмов, задача решается каждым из них и выби-
рается решение, наилучшее в соответствии с 
прямым лексикографическим порядком (7). 

Алгоритмы А2.1, А2.1а 

В основу алгоритма А2.1 положен принцип 
последовательного группового назначения с ис-
пользованием локально оптимального обратного 
лексикографического порядка. 

Конец

Алгоритм А

Полиномиальная 
составляющая 
реализована?

Да

Нет

Алгоритм
А1.2

Алгоритм
А1.3

Алгоритм
А1.2а

Алгоритм
А1.3а

Алгоритм
А1.1

Алгоритм
А2.2а

Алгоритм
А2.1

Алгоритм
А2.2

Алгоритм
А2.3

Алгоритм
А2.1а
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Алгоритм состоит из ряда однотипных итера-
ций. Каждая итерация, кроме первой, включает 
предварительный этап и назначение работ на вы-
полнение, которое осуществляется по группово-
му принципу (группами из m работ – по одной 
работе на каждый прибор). Назначение работ 
осуществляется в обратном порядке: на первой 
итерации алгоритма на каждый прибор назнача-
ется по одной работе, момент окончания выпол-
нения которой совпадает с ее директивным сро-
ком, а моменты запуска их на выполнение соот-
ветствуют глобальному оптимуму по обратному 
лексикографическому порядку (для каждой ра-
боты находится прибор, момент запуска кото-
рого для этой работы является самым поздним; 
первой назначается работа на прибор с самым 
поздним моментом запуска, затем следующая 
работа – на прибор со следующим по величине 
моментом запуска, и так, пока не будет назна-
чено m работ на m приборов). 

Примечание. Множество приборов, из кото-
рых находится прибор со следующим по вели-
чине моментом запуска, не включает в себя при-
боры, на которых ранее были назначены работы 
на первой итерации. 

На текущей итерации распределяется множе-
ство работ из еще не назначенных на приборы на 
предыдущих итерациях. На предварительном 
этапе находятся работы, для каждой из которых 
существует не менее одного прибора, на котором 
она является допустимой (работа, назначенная на 
этот прибор, выполняется без срыва ее директив-
ного срока). Сначала осуществляется назначение 
допустимых работ в соответствии с локально 
оптимальным обратным лексикографическим 
порядком (первой назначается допустимая работа 
на прибор с самым поздним моментом запуска, 
затем следующая работа на прибор со следую-
щим по величине максимальным моментом за-
пуска, и т.д., пока все допустимые работы не бу-
дут назначены). 

Примечание. Множество приборов, из кото-
рых находится прибор со следующим по вели-
чине моментом запуска, не включает в себя при-
боры, на которых ранее были назначены работы 
на текущей итерации. 

Если на все приборы назначено по одной ра-
боте, текущая итерация закончена. 

В результате такого распределения могут 
остаться работы, для каждой из которых не су-
ществует приборов, на которых они допустимы. 
Они объединяются во вторую группу работ для 
текущей итерации. Распределение работ на при-
боры второй группы также осуществляется ло-

кально оптимально в соответствии с обратным 
лексикографическим порядком (аналогично рас-
пределению по приборам допустимых работ). 

Примечание. В отличие от первой группы 
работ, назначение работы на прибор осуществ-
ляется с учетом сдвига момента запуска работы 
(и всего расписания работ, уже назначенных на 
этот прибор предыдущими итерациями) на ве-
личину срыва ее директивного срока. 

Примечание. Множество приборов, из кото-
рых находится прибор со следующим по вели-
чине моментом запуска, не включает в себя 
приборы, на которых ранее были назначены 
работы на текущей итерации. Итерации про-
должаются до получения моментов начала вы-
полнения первых работ на каждом приборе. 

Для повышения эффективности алгоритма 
А2.1 его последним шагом является алгоритм 
корректировки моментов начала выполнения 
работ АК. 

Алгоритм корректировки АК. 
1. Выбираем прибор с минимальным значе-

нием начала выполнения работ rmin и первую 
работу на этом приборе последовательно ста-
вим на каждый прибор (если работа запаздыва-
ет, то сдвигаем ее и работы, назначенные на 
этот прибор на предыдущих итерациях, влево 
на величину запаздывания), определяя, на ка-
ком приборе у этой работы будет максимально 
поздний момент начала выполнения, и если он 
больше rmin, то осуществляем перестановку ее 
на этот прибор. Определяем новые моменты 
начала выполнения работ. 

2. Аналогичным образом, ищем следующий 
прибор с минимальным значением начала вы-
полнения работ и пытаемся переставить первую 
работу с этого прибора на прибор, на котором 
момент ее начала выполнения будет больше. 

3. Такие перестановки выполняются, пока 
возможно увеличение rmin. 

Примечание. Алгоритм корректировки явля-
ется последним шагом всех алгоритмов полино-
миальной аппроксимации точного алгоритма 
для задач 4.1 и 5.1. 

Алгоритм А2.1а отличается тем, что послед-
ним шагом текущей итерации является проверка 
выполнения неравенства 

 тек

,1
max i

mi
r


 – тек

,1
min i

mi
r


 > Кэксп, 

где тек
ir  – момент запуска прибора i после теку-

щей итерации, Кэксп – допустимая величина, 
определяемая экспериментально. Если неравен-
ство выполняется, то реализуется алгоритм АК 
для расписания, построенного итерациями с 
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первой до текущей включительно, после чего 
выполняется переход к следующей итерации. 

Обоснование группового назначения алго-
ритма А2.1. Логично на каждой итерации 
назначать работы на приборы локально опти-
мально по прямому лексикографическому по-
рядку. Однако реализация такой стратегии при-
ведет к полному перебору всех вариантов назна-
чения. Поэтому эвристическое назначение вы-
полняется локально оптимально по обратному 
лексикографическому порядку в предположе-
нии, что назначение это мало отличается от 
назначения локально оптимально по прямому 
лексикографическому порядку. Кроме того, эф-
фективность такого назначения подтверждается 
следующими тремя утверждениями. 

Утверждение 4. Рассмотрим текущую ите-
рацию алгоритма и множество приборов J, для 
каждого из которых существует непустое мно-
жество Ij допустимых работ. Для j  J допу-
стимые работы из Ij на данной итерации назна-
чаются на прибор j без запаздывания. Для каж-
дого прибора j  J находим работу i  Ij с мак-
симальным моментом начала выполнения, 

пусть это работа max
ji . Если все работы max

ji  раз-

личны, то моменты начала выполнения работ 
max
ji , назначенных на текущей итерации на при-

бор j, j  J, являются оптимальными как по 
обратному, так и по прямому лексикографиче-
скому порядку, по сравнению с любым другим 
набором допустимых работ, назначенных на 
приборы j  J в любом допустимом порядке. 

Доказательство утверждения очевидным об-

разом вытекает из правил нахождения работ max
ji . 

Утверждение 5. Пусть для каждого прибора 
второй группы находится работа с самым поздним 
моментом начала выполнения, и эти работы раз-
личны на всех этих приборах. Тогда назначение на 
эти приборы одинаково как по прямому, так и по 
обратному лексикографическому порядку. 

Доказательство вытекает из правил построе-
ния расписания. 

Утверждение 6. Множество допустимых ра-
бот, назначаемых алгоритмом А2.1 на данной 
итерации, моменты начала выполнения которых 
являются оптимальными по обратному лексико-
графическому порядку, одновременно являются 
лучшими по прямому лексикографическому по-
рядку по сравнению с моментами начала выпол-
нения любого другого допустимого множества 
работ, назначенных на те же приборы, что и 
назначенные алгоритмом А2.1 на данной итера-
ции. 

Доказательство. Пусть C = B \ A ≠ , где A – 
множество допустимых работ, назначенных ал-
горитмом А2.1, B – произвольное множество 
допустимых работ, назначенных на те же прибо-
ры, что и работы, назначенные алгоритмом А2.1 
из множества А, и при этом для назначенных 
работ множества C выполняется: наиболее позд-
ний момент начала выполнения каждой допусти-
мой работы из множества С не принадлежит 
множеству моментов начала выполнения работ 
из множества А, назначенных алгоритмом А2.1. 
Утверждение доказано. 

Предположительно, при решении задачи ал-
горитмом А2.1 большее число работ выполня-
ется точно в срок, чем при решении задачи дру-
гими аппроксимационными алгоритмами. 

Алгоритм А2.2 

Алгоритм А2.2 основан на построении в явном 
виде локально оптимального обратного лексико-
графического порядка. 

Алгоритм состоит из первой и ряда однотип-
ных итераций. Первая итерация полностью сов-
падает с первой итерацией алгоритма А2.1. 

На текущей итерации распределяется мно-
жество работ из еще не назначенных на прибо-
ры на предыдущих итерациях. Для каждой ра-
боты находим момент запуска на каждый при-
бор с учетом сдвига всего расписания, назна-
ченного на этот прибор, на величину запазды-
вания этой работы (если оно существует). Да-
лее назначение работ на приборы осуществля-
ется оптимально в соответствии с обратным 
лексикографическим порядком (сначала назна-
чается работа на прибор с максимально позд-
ним моментом запуска, затем следующая рабо-
та на прибор со следующим максимально позд-
ним моментом запуска и т.д., пока не будут 
назначены работы на каждый прибор). 

Примечание. Множество приборов, из кото-
рых находится прибор со следующим по вели-
чине моментом запуска, не включает в себя при-
боры, на которых ранее были назначены работы 
на текущей итерации. 

Итерации продолжаются до получения мо-
ментов начала выполнения первых работ на 
каждом приборе. Последним шагом является 
алгоритм корректировки АК. 

Алгоритм А2.2а отличается тем, что послед-
ним шагом текущей итерации является провер-
ка выполнения неравенства 

 тек

,1
max i

mi
r


 – тек

,1
min i

mi
r


 > Кэксп 

и реализация алгоритма АК, если оно 
выполняется. 
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Утверждение 7. Пусть для каждого прибора 
найдены работы с самым поздним моментом 
начала выполнения, и пусть для всех приборов 
эти работы различны. Тогда распределение оди-
наково как по прямому, так и по обратному лек-
сикографическому порядку. 

Доказательство вытекает из правил построе-
ния расписания. 

Алгоритм А2.3 

Приближенный алгоритм А2.3 – алгоритм 
полиномиальной сложности для построения до-
пустимого расписания, у которого предвари-
тельно работы из множества всех работ I назна-
чены в соответствии с признаком оптимальности 
допустимого решения №1 либо №2. Если такое 
расписание построить не удалось, оно строится 
по признаку оптимальности №2 без учета усло-
вий (4), (5) или их аналогов, а также условия (6), 
при этом строгие неравенства не обязательны: 
d1 – l1 ≤ d2 – l2 ≤    ≤ … ≤ dn – ln. Алгоритм А2.3 
является эвристическим. 

В результате построения начального расписа-
ния исходное множество работ I разбивается на 
два подмножества: I1 – множество работ, предва-
рительно назначенных на выполнение, и I1' – 
множество еще не назначенных работ, которые 
упорядочиваются по неубыванию значений di –     

– li (последовательность уп, строгие неравенства 
не обязательны). Для каждого прибора k известен 
момент освобождения после выполнения назна-
ченных работ Ck. Дальнейшее назначение работ 
осуществляется следующим образом. Выбираем 

очередную работу из последовательности уп и 
назначаем на прибор с минимальным временем 
освобождения. Если работа не запаздывает, ите-
рация окончена, пересчитываем момент осво-
бождения прибора, переходим к следующей ра-
боте. Если работа запаздывает, то она назначает-
ся на каждый прибор, все назначенные на этот 
прибор работы сдвигаются влево на величину 
запаздывания назначаемого задания. Получаем m 
расписаний, которым соответствуют m векторов 
текущих моментов запуска приборов. Выбираем 
наилучший вектор по прямому лексикографиче-
скому порядку (7) и назначаем запаздывающую 
работу на прибор, которому соответствует 
наилучший по (7) вектор моментов запуска, с 
учетом сдвига расписания на величину срыва 
директивного срока. Последним шагом является 
алгоритм корректировки АК. 

ПДС-алгоритм решения задачи 4.1 [4] 
по критерию (2) (алгоритм Б) 

Критерий (2) описан на стр. 5, признаки оп-
тимальности допустимого решения – на стр. 6. 

 
Рис. 1. Схема ПДС-алгоритма Б 

p-составляющая ПДС-алгоритма. Поли-
номиальная составляющая ПДС-алгоритма со-
стоит из пяти алгоритмов, которые реализуются 
последовательно в произвольном порядке. Пер-
вый алгоритм, построивший допустимое распи-
сание, для которого выполнен признак опти-
мальности, реализует оптимальное решение за-
дачи по критерию (2). 

Алгоритм Б1.1 

Алгоритм реализует полиномиальную со-
ставляющую для построения допустимого рас-
писания, если начальное расписание формиру-
ется в соответствии с признаком оптимальности 
№2 для критерия (1) без учета выполнения усло-
вий (4), (5) или их аналогов, а также условия (6), 
при этом строгие неравенства не обязательны: 
d1 – l1 ≤ d2 – l2 ≤ … ≤ dn – ln. В результате исход-
ное множество работ I разбивается на два под-

Конец

Алгоритм Б

Полиномиальная 
составляющая 
реализована?

Да

Нет

Алгоритм
Б1.2

Алгоритм
Б1.3

Алгоритм
Б1.2а

Алгоритм
Б1.3а

Алгоритм
Б1.1

Алгоритм
А2.2а

Алгоритм
Б2.1

Алгоритм
А2.1

Алгоритм
А2.2

Алгоритм
А2.1а
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множества: I1 – множество работ, предвари-
тельно назначенных на выполнение, и I1' – 
множество еще не назначенных работ, которые 
упорядочиваются по неубыванию значений di –   
– li (последовательность уп). Для каждого при-
бора k известен момент освобождения после 
выполнения назначенных работ Ck. Дальнейшее 
назначение работ осуществляется следующим 
образом. Выбираем очередную работу из после-
довательности уп и назначаем на прибор с ми-
нимальным временем освобождения, если она на 
нем оказывается допустимой (если прибор с ми-
нимальным временем освобождения – первый, то 
на него назначается только допустимая работа, 
если на первом приборе работа запаздывает, то 
она назначается на другой прибор со следующим 
по величине минимальным временем освобожде-
ния). Если на приборе с минимальным временем 
освобождения она запаздывает, то расписание 
всех назначенных на приборе работ сдвигается 
влево на величину ее запаздывания и проверяется 
новый момент запуска: если rнов ≥ r1, работу 
назначаем, если rнов < r1, полиномиальная состав-
ляющая этим алгоритмом не реализована, конец 
алгоритма. В противном случае, переходим к 
аналогичному распределению следующей работы 
из последовательности уп, и т.д. Алгоритм за-
вершается построением оптимального расписа-
ния по критерию (2) либо установлением факта 
невозможности его построения этим алгоритмом. 

Алгоритмы Б1.2, Б1.2а 

Алгоритмы Б1.2, Б1.2а – это алгоритмы А2.1, 
А2.1а (см. выше) с учетом следующего ниже 
примечания Б. 

Примечание Б. Начальное расписание состо-
ит из первой работы, назначенной на первый 
прибор с моментом запуска r1 (см. признак оп-
тимальности по критерию (2)). После выполне-
ния алгоритма, который распределяет все рабо-
ты, кроме первой, проверяются следующие 
условия: в полученном расписании момент 
начала выполнения первой работы приближен-
ного расписания на первом приборе должен 
быть не меньше, чем d1 (момент окончания вы-
полнения первой работы начального расписа-
ния на первом приборе, назначенной в соответ-
ствии с признаком оптимальности), а момент 
запуска начальных работ приближенного рас-
писания на остальных приборах должен быть 
не меньше, чем r1. Если эти условия выполня-
ются, то для получения оптимального расписа-
ния необходимо сдвинуть влево расписание 
работ на первом приборе, полученное прибли-

женным алгоритмом, так, чтобы момент начала 
выполнения первой работы приближенного 
расписания совпадал с моментом окончания 
выполнения первой работы начального распи-
сания d1. Если момент начала выполнения пер-
вой работы приближенного расписания на пер-
вом приборе меньше, чем d1, а моменты запуска 
остальных приборов не меньше, чем r1, то 
первую работу приближенного расписания на 
первом приборе поочередно ставим на осталь-
ные приборы и переставляем ее на тот прибор, 
на котором момент начала выполнения этой 
работы будет самым большим и не меньше, чем 
r1. Если такой прибор найти не удалось, поли-
номиальная составляющая не реализована. Ес-
ли же первая работа переставлена на другой 
прибор, проверяем условие: если момент запус-
ка второй работы на первом приборе больше, 
чем d1, то путем сдвига расписания на первом 
приборе до момента d1 получаем оптимальное 
расписание. Если же в приближенном расписа-
нии момент запуска второй работы на первом 
приборе меньше, чем d1, пытаемся перенести на 
другой прибор вторую работу приближенного 
расписания на первом приборе. Описанная 
процедура повторяется, пока либо не получено 
оптимальное расписание, либо полиномиальная 
составляющая этим алгоритмом не реализуется. 

Алгоритмы Б1.3, Б1.3а 

Алгоритмы Б1.3, Б1.3а – это алгоритмы А2.2, 
А2.2а (см. выше) с учетом примечания Б (стр. 
11). 

Полиномиальная аппроксимация точного ал-
горитма решения задачи содержит пять алгорит-
мов – приближенные алгоритмы А2.1, А2.1а, 
А2.2, А2.2а (см. выше), в силу того, что произво-
дится корректировка моментов начала выполне-
ния работ алгоритмом АК (стр. 8), а также алго-
ритм Б2.1. Задача решается каждым из этих алго-
ритмов и выбирается решение, которому соот-

ветствует наилучший }minmax{ j
j

r , nj ,1 . 

Алгоритм Б2.1 

Алгоритм Б2.1 является модификацией алго-
ритма Б1.1 (см. выше на стр. 10) со следующим 
отличием. Если новый момент запуска прибора 
rнов < r1, запаздывающая работа ставится на пер-
вый прибор и сдвигается расписание первого 
прибора на величину ее запаздывания, после чего 
эта работа назначается либо на первый прибор, 
либо на прибор с текущим моментом запуска rнов, 
в зависимости от того, где больше текущий мо-
мент запуска. Для дальнейших итераций этот 
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прибор становится аналогом первого. Процедура 
назначения продолжается аналогично до распре-
деления всех работ. На последнем шаге алгорит-
ма применяем алгоритм корректировки АК. 

Оценка отклонения решения от оптималь-
ного. Алгоритм полиномиальной аппроксимации 
является приближенным по критерию (1) или (2), 
если реализуется начальная часть признака опти-
мальности (реализуется назначение начального 
расписания). Тогда существует оценка отклоне-
ния решения, полученного приближенным алго-
ритмом, от оптимального. 

По критерию (1): с этой целью производим 
сравнение векторов по условию (7). 

Примечание. Пусть 
lql rr  , где l – номер ком-

поненты, для которой достигается первая поло-

жительная разность, т.е. 1,1,  ljrr
jqj . Тогда 

знаки разностей остальных компонент 

(j = ml ,1 ) могут быть любыми. Лицо, прини-

мающее решение, анализирует полученное реше-
ние и выбирает оптимальное или приближенное 
решение, исходя из практических соображений. 

По критерию (2): оценка задается разностью 
0

11  qrr  (все алгоритмы Б2.1, А2.1, А2.1а, А2.2, 

А2.2а являются приближенными по критерию (2)). 
Примечание. Для критерия (1) алгоритмы 

А2.1, А2.1а, А2.2, А2.2а являются приближен-
ными, если существует начальное расписание в 
соответствии с признаком оптимальности №1. 
Алгоритм А2.3 является приближенным, если 
существует начальное расписание в соответ-
ствии с признаком оптимальности №1 или №2. 

Задача 5.1 [4]. Приборы разной 
производительности 

Постановка задачи. Имеется m независимых 
параллельных приборов разной производитель-
ности, работающих без прерываний, которые 

выполняют n работ. j
il  – длительность выпол-

нения i-й работы на j-м приборе, длительности 
работ не связаны между собой (возможна ситу-
ация, что одна работа выполняется быстрее 
другой на одном приборе и медленнее другой 
на другом приборе). Работы должны быть вы-
полнены к директивным срокам di. Моменты 
запуска приборов произвольны. Необходимо 
построить допустимое расписание, оптималь-
ное по критерию (1) либо (2). 

Обозначим через I множество всех ра-

бот {i: i = n,1 }. 

Для задачи 5.1 очевидным образом обобщен 
признак оптимальности допустимого расписа-
ния №1, приведенный для задачи 4.1 [4]. 

Конструирование признака оптимальности №1 
допустимого расписания по критерию (1). 

п. 1. Рассмотрим следующую монотонно не-
убывающую последовательность чисел: 

 m

mm

j
ii

j
ii

j
ii ldldld  ...,,, 2

22

1

11
, где 

 },1,,1),min{(min1

11
mjnildld j

i
j

i
i

j
ii   (9) 

mpjjjiii
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j
i

j
i

i

j

ii
p

pp

,2}},,{},,{

,,1,,1),min{(min

1111 





 

При этом на каждом приборе достигается 
только один минимум. Пусть выполняются все 
неравенства 

 1,1,,1  mlmlpdld
p

l

pl i
j

ii . (10) 

Тогда имеет место утверждение: 
Утверждение 8 [4]. Произвольное допусти-

мое расписание, у которого на прибор jl, ml ,1

, первой назначается работа il в момент времени 
l

lll

j
iij ldr  , является оптимальным расписани-

ем по критерию (1). 
Эвристический признак оптимальности №2 

по критерию (1): построение начального рас-
писания. 

Пусть уп – последовательность работ i1, i2, 
…, in, определяемая формулами (9) без учета 

выполнения условия mpjjj p ,2},,{ 11   , и 

если пар (ip, jp) несколько, то выбирается любая. 
Припишем каждой il-й работе jl-й прибор. 
Первую работу i1 назначаем на приписанный к 
ней прибор j1 с моментом начала выполнения 

1j
r . Переходим к следующей работе из уп и 

проверяем, может ли она быть назначена на 
прибор j1, и если она не запаздывает, назначаем 
ее на прибор j1, и т.д., пока не придем к запаз-
дывающей работе. Запаздывающая работа 
назначается на приписанный к ней прибор с 
моментом окончания, равным ее директивному 
сроку. Назначение следующей работы из уп 
осуществляется, начиная с прибора j1, в той же 
последовательности, в которой шло назначение 
на приборы первых работ. Если ни на один из 
этих приборов работу назначить без запаздыва-
ния не удалось, назначаем эту работу на припи-
санный к ней прибор с моментом окончания, 
равным ее директивному сроку. Если на этот 
прибор уже назначена первая работа, все нена-
значенные работы из уп, включая текущую, и 
все приборы, не содержащие назначенных ра-
бот, переупорядочиваются в соответствии с 
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правилами построения уп. Получаем новую 
последовательность уп. Выбираем следующую 
работу из уп и назначаем на приписанный к ней 
прибор. Дальше эта процедура повторяется до 
момента назначения первой работы на послед-
ний прибор. 

Дополнительное условие 1. Моменты запуска 

всех приборов не меньше, чем 1

111

j
iii ldr  . 

Дополнительное условие 2. Начальное расписа-
ние удовлетворяет условию: в соответствии с оче-
редностью назначения первых работ, моменты 
запуска приписанных к ним приборов реализуют 
числовую неубывающую последовательность. 

Примечание. Дополнительное условие 2 вклю-
чает в себя дополнительное условие 1. 

Конструирование признака оптимальности №1 
допустимого расписания по критерию (2). 

На прибор j1 назначена работа i1 с моментом 

запуска 1

111

j
iij ldr   и существует допустимое 

расписание, у которого mkrr jk ,1,
1

 . 

Для критерия (2) начальное расписание всегда 
существует, т.к. всегда можно реализовать (9) для 
нахождения только работы i1 на приборе j1. 

Эвристический признак оптимальности №2 
допустимого расписания по критерию (2). 

Совпадает с эвристическим признаком опти-
мальности №2 для критерия (1) без учета выпол-
нения дополнительного условия 2. 

ПДС-алгоритм решения задачи 5.1 [4] 
по критерию (1) (алгоритм В) 

p-составляющая ПДС-алгоритма. Поли-
номиальная составляющая ПДС-алгоритма со-
стоит из семи алгоритмов, которые реализуются 
последовательно в произвольном порядке. Пер-
вый алгоритм, построивший допустимое распи-
сание, для которого выполнен признак опти-
мальности, реализует оптимальное решение за-
дачи по критерию (1). 

Алгоритм В1.1 

Алгоритм реализует полиномиальную со-
ставляющую для построения допустимого рас-
писания, если построено начальное расписание 
в соответствии с признаком оптимальности №1. 
В результате исходное множество работ I раз-
бивается на два подмножества: I1 – множество 
работ, предварительно назначенных на выпол-
нение, и I1' – множество еще не назначенных 
работ, которые упорядочиваются по неубыва-
нию директивных сроков (последовательность 
уп; далее под уп понимается последователь-
ность работ, упорядоченная по неубыванию 

директивных сроков). Дальнейшее назначение 
неназначенных работ на выполнение осуществ-
ляется следующим образом: выбираем из по-
следовательности уп очередную работу и 
назначаем на прибор, на котором опережение 
относительно ее директивного срока будет мак-
симальным. Аналогичная процедура повторяет-
ся для всех работ. Если на очередной итерации 
алгоритма на всех приборах работа запаздыва-
ет, конец алгоритма, алгоритм не реализовал 
полиномиальную составляющую. В противном 
случае, назначение продолжается с работы, 
следующей за назначенной в последовательно-
сти уп, пока не будут распределены все работы 
последовательности. Если все работы распре-
делены без запаздывания, полиномиальная со-
ставляющая реализована. 

 

Рис. 3. Схема ПДС-алгоритма В 
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Алгоритмы В1.2, В1.2а 

Алгоритмы В1.2, В1.2а – это алгоритмы 
А2.1, А2.1а с учетом примечания А (стр. 7), при 
этом начальное расписание строится в соответ-
ствии с признаком оптимальности №1. 

Алгоритмы В1.3, В1.3а 

Алгоритмы В1.3, В1.3а – это алгоритмы 
А2.2, А2.2а с учетом примечания А (стр. 7), при 
этом начальное расписание строится в соответ-
ствии с признаком оптимальности №1. 

Алгоритмы В1.4, В1.4а 

Алгоритмы В1.4, В1.4а – это алгоритмы В2.5, 
В2.5а (см. ниже) с учетом примечания А (стр. 7), 
при этом начальное расписание строится в со-
ответствии с признаком оптимальности №1. 

Полиномиальная аппроксимация точного ал-
горитма решения задачи состоит из восьми алго-
ритмов, задача решается каждым из них и выби-
рается решение, наилучшее в соответствии с 
прямым лексикографическим порядком (7). 

Алгоритм В2.1 

Алгоритм В2.1 – алгоритм полиномиальной 
сложности для построения допустимого распи-
сания, у которого предварительно работы из 
множества I (начальное расписание) назначены в 
соответствии с признаком оптимальности №1 
для критерия (1). Алгоритм В2.1 – это алгоритм 
В1.1 со следующим изменением: если очередная 
работа из последовательности уп запаздывает 
на каждом приборе, то она последовательно ста-
вится на каждый прибор, эта работа и все назна-
ченные ранее на этот прибор работы сдвигаются 
влево на величину запаздывания назначаемого 
задания. Получаем m расписаний, которым со-
ответствуют m векторов моментов запуска всех 
приборов. Выбираем наилучший вектор по пря-
мому лексикографическому порядку (7) и назна-
чаем текущую работу из уп на прибор, соответ-
ствующий наилучшему по (7) вектору началь-
ных моментов запуска приборов. Последним 
шагом является алгоритм корректировки АК. 

Алгоритм В2.2 

Алгоритм В2.2 – алгоритм полиномиальной 
сложности для построения допустимого распи-
сания, у которого предварительно работы из 
множества I назначены в соответствии с эври-
стическим признаком оптимальности №2 для 
критерия (1). Текущая итерация алгоритма В2.2 
совпадает с текущей итерацией алгоритма В2.1. 

Алгоритмы В2.3, В2.3а 

Алгоритмы В2.3, В2.3а – это алгоритмы А2.1, 
А2.1а для приборов разной производительности. 

Алгоритмы А2.1 и А2.1а, их теоретическое 
обоснование (утверждения 4–6), а также алго-
ритм корректировки АК, приведенные для парал-
лельных приборов равной производительности, 
являются универсальными и справедливыми 
также для приборов разной производительности. 

Алгоритмы В2.4, В2.4а 

Алгоритмы В2.4, В2.4а – это алгоритмы А2.2, 
А2.2а для приборов разной производительности. 

Алгоритмы А2.2 и А2.2а, их теоретическое 
обоснование (утверждение 7), а также алгоритм 
корректировки АК, приведенные для параллель-
ных приборов равной производительности, явля-
ются универсальными и справедливыми также 
для приборов разной производительности. 

Алгоритмы В2.5, В2.5а 

Алгоритмы В2.5, В2.5а – это адаптация алго-
ритмов А2.1, А2.1а для приборов разной произ-
водительности с тем изменением, что на теку-
щей итерации допустимые работы назначаются 
в порядке невозрастания длительностей их вы-
полнения на самых выгодных для них допусти-
мых приборах (минимально время выполнения). 

Алгоритм В2.5 состоит из ряда однотипных 
итераций. Каждая итерация, кроме первой, вклю-
чает предварительный этап и назначение работ на 
выполнение, которое осуществляется по группо-
вому принципу (группами из m работ – по одной 
работе на каждый прибор). Назначение работ 
осуществляется в обратном порядке: на первой 
итерации алгоритма на каждый прибор назнача-
ется по одной работе, момент окончания выпол-
нения которой совпадает с ее директивным сро-
ком, а моменты запуска их на выполнение соот-
ветствуют глобальному оптимуму по обратному 
лексикографическому порядку (для каждой ра-
боты находится прибор, момент запуска кото-
рого для этой работы является самым поздним; 
первой назначается работа на прибор с самым 
поздним моментом запуска, затем следующая 
работа – на прибор со следующим по величине 
моментом запуска, и так, пока не будет назна-
чено m работ на m приборов). 

Примечание. Множество приборов, из кото-
рых находится прибор со следующим по вели-
чине моментом запуска, не включает в себя при-
боры, на которых ранее были назначены работы 
на первой итерации. 
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На текущей итерации распределяется мно-
жество работ из еще не назначенных на прибо-
ры на предыдущих итерациях. На предвари-
тельном этапе находятся работы, для каждой из 
которых существует не менее одного допустимо-
го прибора (работа, назначенная на этот прибор, 
выполняется без срыва ее директивного срока). 
Для каждой допустимой работы определяется 
прибор, на котором ее длительность выполне-
ния является минимальной. Выбирается та до-
пустимая работа, у которой самая короткая 
длительность выполнения является максималь-
ной, и назначается на прибор, на котором ее 
длительность выполнения минимальна. Эта 
работа и прибор исключаются из множества 
допустимых работ и неназначенных приборов, 
описанная процедура повторяется вплоть до 
назначения всех допустимых работ. 

В результате такого распределения могут 
остаться работы, для каждой из которых не су-
ществует приборов, на которых они допустимы. 
Они объединяются во вторую группу работ для 
текущей итерации. Распределение работ второй 
группы на приборы осуществляется локально 
оптимально в соответствии с обратным лекси-
кографическим порядком с учетом сдвига мо-
мента запуска работы (и всего расписания ра-
бот, уже назначенных на этот прибор преды-
дущими итерациями) на величину срыва ее ди-
рективного срока, пока не будет назначено по 
одной работе на каждый прибор. 

Примечание. Множество приборов, из кото-
рых находится прибор со следующим по вели-
чине моментом запуска, не включает в себя при-
боры, на которых ранее были назначены работы 
на текущей итерации. 

Итерации продолжаются до получения мо-
ментов начала выполнения первых работ на 
каждом приборе. Последним шагом является 
алгоритм корректировки АК. 

Алгоритм В2.5а отличается тем, что послед-
ним шагом текущей итерации является провер-
ка выполнения неравенства 

 тек

,1
max i

mi
r


 – тек

,1
min i

mi
r


 > Кэксп 

и реализация алгоритма АК, если оно выполня-
ется. 

Обоснование эвристики назначения допу-
стимых работ. С учетом того, что на текущей 
итерации в первую очередь назначается та до-
пустимая работа, у которой самое короткое 
время выполнения является самым длинным, 
предполагается, что на последующих итерациях 
при назначении работ количество запаздываю-
щих работ будет минимальным. 

ПДС-алгоритм решения задачи 5.1 [4] 
по критерию (2) (алгоритм Г) 

Критерий (2) описан на стр. 5, признаки оп-
тимальности допустимого решения – на стр. 13. 

p-составляющая ПДС-алгоритма. Поли-
номиальная составляющая ПДС-алгоритма со-
стоит из семи алгоритмов, которые реализуются 
последовательно в произвольном порядке. Пер-
вый алгоритм, построивший допустимое распи-
сание, для которого выполнен признак опти-
мальности, реализует оптимальное решение  

 
Рис. 4. Схема ПДС-алгоритма Г 

Алгоритм Г1.1 

Алгоритм реализует полиномиальную со-
ставляющую для построения допустимого рас-
писания, если построено начальное расписание 
в соответствии с эвристическим признаком оп-
тимальности №2 для критерия (2). В результате 
исходное множество работ I разбивается на два 
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подмножества: I1 – множество работ, предвари-
тельно назначенных на выполнение, и I1' – 
множество еще не назначенных работ, которые 
упорядочиваются по неубыванию директивных 
сроков (последовательность уп). Дальнейшее 
назначение работ осуществляется следующим 
образом. Выбираем очередную работу из по-
следовательности уп и назначаем на прибор, на 
котором достигается максимальное опережение 
относительно ее директивного срока или мини-
мальное запаздывание, если все приборы для 
нее недопустимы (если этот прибор – j1-й, то на 
него назначается только допустимая работа. 
Если на j1-м приборе эта работа имеет мини-
мальное запаздывание, то она назначается на 
следующий прибор с минимальным по вели-
чине запаздыванием). Если текущая работа 
назначается на прибор с минимальным запаз-
дыванием, то расписание ранее назначенных на 
приборе работ, включая текущую, сдвигается 
влево на величину запаздывания, и для нового 
момента запуска проверяется условие: если 
rнов ≥ 

1j
r , назначение работы произведено, если 

rнов < 
1j

r , полиномиальная составляющая этим 

алгоритмом не реализована, конец алгоритма. 
Процедура повторяется со следующей работой 
из последовательности уп. Если все работы 
распределены без запаздывания, то получено 
оптимальное расписание. 

Алгоритмы Г1.2, Г1.2а 

Алгоритмы Г1.2, Г1.2а – это алгоритмы В2.3, 
В2.3а с учетом примечания В (см. ниже). 

Примечание В. Алгоритм распределяет все 
работы, кроме i1. Начальное расписание состо-
ит из одной работы i1, назначенной на прибор j1 
с моментом запуска 

1j
r . Для расписания, полу-

ченного приближенным алгоритмом, проверя-
ется выполнение следующего условия: момент 
начала выполнения первой работы приближен-
ного расписания на приборе j1 должен быть не 
меньше, чем 

1i
d  (момент окончания выполне-

ния первой работы начального расписания на 
приборе j1, назначенной в соответствии с при-
знаком оптимальности), а момент запуска 
начальных работ приближенного расписания на 
остальных приборах должен быть не меньше, 
чем 

1j
r . Если это условие выполняется, то для 

получения оптимального расписания необхо-
димо сдвинуть влево расписание работ на при-
боре j1, полученное приближенным алгорит-
мом, так, чтобы момент начала выполнения 

первой работы приближенного расписания сов-
падал с моментом окончания выполнения пер-
вой работы начального расписания 

1i
d . Если 

момент начала выполнения первой работы при-
ближенного расписания на приборе j1 меньше, 
чем  

1i
d , а моменты запуска остальных прибо-

ров не меньше, чем 
1j

r , то первую работу при-

ближенного расписания на приборе j1 пооче-
редно ставим на остальные приборы и пере-
ставляем ее на тот прибор, на котором момент 
начала выполнения этой работы будет самым 
большим и не меньше, чем 

1j
r . Если такой при-

бор найти не удалось, полиномиальная состав-
ляющая не реализована. Если же первая работа 
перемещена на другой прибор, проверяем усло-
вие: если момент запуска второй работы на 
приборе j1 больше, чем 

1i
d , то путем сдвига 

расписания на приборе j1 до момента 
1i

d  полу-

чаем оптимальное расписание. Если же момент 
запуска второй работы приближенного распи-
сания на приборе j1 меньше, чем 

1i
d , аналогич-

но реализуем перенос второй работы прибли-
женного расписания на приборе j1. Описанная 
процедура повторяется, пока либо не получено 
оптимальное расписание, либо полиномиальная 
составляющая этим алгоритмом не реализуется. 

Алгоритмы Г1.3, Г1.3а 

Алгоритмы Г1.3, Г1.3а – это алгоритмы В2.4, 
В2.4а с учетом примечания В (стр. 16). 

Алгоритмы Г1.4, Г1.4а 

Алгоритмы Г1.4, Г1.4а – это алгоритмы В2.5, 
В2.5а с учетом примечания В (стр. 16). 

Полиномиальная аппроксимация точного 
алгоритма решения задачи содержит семь алго-
ритмов. В качестве приближенных алгоритмов 
используются алгоритмы В2.3, В2.3а, В2.4, 
В2.4а, В2.5, В2.5а  (см. выше) в силу того, что 
производится корректировка моментов начала 
выполнения работ алгоритмом АК (стр. 8), а 
также алгоритм Г2.1. Задача решается каждым 
из алгоритмов и выбирается решение, у которо-
го отклонение от 

1j
r  является минимальным. 

Алгоритм Г2.1 

Алгоритм Г2.1 является модификацией алго-
ритма Г1.1 (см. выше на стр. 15) со следующим 
отличием текущей итерации. Если новый момент 
запуска прибора rнов < 

1j
r , запаздывающая работа 

ставится на j1-й прибор и его расписание сдвига-
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ется на величину запаздывания текущей работы, 
после чего она назначается либо на j1-й прибор, 
либо на прибор с моментом запуска rнов, в зави-
симости от того, где больше текущий момент 
запуска. Для дальнейших итераций этот прибор 
становится аналогом j1-го прибора. Процедура 
назначения продолжается аналогично до распре-
деления всех работ. На последнем шаге алгорит-
ма применяем алгоритм корректировки АК. 

Оценка отклонения решения от оптималь-
ного. Алгоритм полиномиальной аппроксимации 
является приближенным по критерию (1) или (2), 
если реализуется начальная часть признака опти-
мальности (реализуется назначение начального 
расписания). Тогда существует оценка отклоне-
ния решения, полученного приближенным алго-
ритмом, от оптимального. 

По критерию (1): с этой целью производим 
сравнение векторов по условию (7). 

Примечание. Пусть 
lql rr  , где l – номер ком-

поненты, для которой достигается первая поло-

жительная разность, т.е. 1,1,  ljrr
jqj . Тогда 

знаки разностей остальных компонент 

(j = ml ,1 ) могут быть любыми. Лицо, прини-

мающее решение, анализирует полученное реше-
ние и выбирает оптимальное или приближенное 
решение, исходя из практических соображений. 

По критерию (2): оценка задается разностью 
0

11  qrr  (алгоритмы В2.3, В2.3а, В2.4, В2.4а, 

В2.5, В2.5а, Г2.1 являются приближенными по 
критерию (2)). 

Примечание. Для критерия (1) алгоритмы 
В2.1, В2.3, В2.3а, В2.4, В2.4а, В2.5, В2.5а явля-
ются приближенными, если существует началь-
ное расписание в соответствии с признаком оп-
тимальности №1. 

Примечание. Все остальные алгоритмы поли-
номиальной аппроксимации точных алгоритмов 
для задачи 5.1 являются эвристическими. 

Примечание. Если в конечном расписании, по-
лученном любым алгоритмом полиномиальной 
аппроксимации точного алгоритма решения за-
дачи, у хотя бы одного из приборов момент за-
пуска отрицательный, то решение задачи данным 
алгоритмом не получено. 

Выводы 

На основе разработанных и доказанных ра-
нее признаков оптимальности допустимых ре-
шений [4] для задач составления расписаний 
выполнения независимых работ на параллель-
ных приборах равной (задача 4.1 [4]) и разной 
(задача 5.1 [4]) производительности по вектор-
ному (лексикографическому) критерию (1) и 
скалярному критерию (2) разработаны ПДС-
алгоритмы их решения. Создано 39 алгоритмов, 
реализующих полиномиальную составляющую 
ПДС-алгоритма и полиномиальную аппрокси-
мацию точных алгоритмов решения рассматри-
ваемых задач – эвристические или приближен-
ные алгоритмы с оценкой отклонения от опти-
мального решения. Задача решается по каждо-
му из алгоритмов и выбирается наилучшее из 
решений. 
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