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ЗАДАЧА СОСТАВЛЕНИЯ ДОПУСТИМОГО РАСПИСАНИЯ С МАКСИМАЛЬНО  
ПОЗДНИМ МОМЕНТОМ ЗАПУСКА ВЫПОЛНЕНИЯ ИДЕНТИЧНЫМИ ПАРАЛЛЕЛЬ-

НЫМИ ПРИБОРАМИ РАБОТ С ОБЩИМ ДИРЕКТИВНЫМ СРОКОМ 
 

В статье рассмотрены исследования свойств задачи составления допустимого расписания выполнения 
идентичными параллельными приборами работ с общим директивным сроком с максимально поздним мо-
ментом запуска. Применяя методологию построения ПДС-алгоритмов, разработаны признаки оптимально-
сти расписаний, на основе которых определено множество перестановок, позволяющих последовательно 
улучшать значение критерия. Разработана полиномиальная составляющая ПДС-алгоритма решения задачи. 
Рассмотрено практическое применение разработанного алгоритма. Проведены экспериментальные иссле-
дования алгоритма. 

 
The article describes the properties research of the problem of creating a feasible schedule of jobs with the 

common due date on identical parallel machines with a maximum late start. Applying the methodology of PDC-
algorithms the signs of optimal schedules are developed, which are defined on the basis of the permutations set that 
allow to consistently improve the value of the criterion. The polynomial component of the PDC-algorithm for the 
problem solution is developed. A practical application of the developed algorithm is considered. The experimental 
studies of the algorithm is given. 

1. Введение 

Рассматриваемая в работе задача относится к 
задачам теории расписаний, методы которой 
используются для оптимизации оперативно-
календарных планов. Одним из типов опера-
тивно-календарного планирования является 
цеховое планирование, в котором встречаются 
задачи, где в систему с идентичными прибора-
ми одновременно поступает некоторое количе-
ство работ и имеются ограничения на сроки 
запуска и выпуска продукции. При этом есть 
потребность в разработке таких алгоритмов 
построения расписаний, которые могут обеспе-
чить высокое качество получаемых результатов 
и не требуют значительных вычислительных 
ресурсов. 

2. Постановка задачи 

Задано множество работ J  ( nJ  ), количе-

ство приборов m , для работы Jj  известна 

продолжительность выполнения jp . Предпола-

гается, что все работы поступают одновремен-
но и имеют общий директивный срок d , про-
цесс обслуживания каждой работы протекает 
без прерываний до завершения обслуживания 
работ. Процесс выполнения работ каждым из 
приборов является непрерывным: после выпол-
нения первой по порядку сразу же начинает 
выполняться вторая и т.д. 

Необходимо найти расписание, в котором 
все работы не запаздывают и которое имеет 
максимально поздний момент запуска приборов 
(под моментом запуска понимается момент 
начала выполнения множества работ или ми-
нимальный из моментов начала выполнения 
работ из множества J ). 

Рассматриваемая задача принадлежит к 
классу NP . Результаты, полученные ранее для 
этой задачи, приведены в работах [1, 2]. 

3. Исследование свойств задачи 

Пусть 
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 (по определению 0 ). Тогда 

*C  ( 1* C ) - теоретически минимальное время, 
за которое все приборы могли бы выполнить 
все работы, если 0

 

(если 0 ).  
Рассмотрим некоторое расписание  . Вве-

дем обозначения: 

)(iC  – момент завершения выполнения всех 

работ прибором i , mi ,1 ; 

    CCii )(;0max , mi ,1 ; 
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    miCCR ii ,1,)(;0max    

(далее  iR  будем называть резервом прибора 

i ,  i  выступом прибора i ); 

 I
 - множество приборов, у которых 

  0 i ; 

 RI
 - множество приборов, у которых 

  0iR ; 

 0I  - множество приборов, у которых 

    0 ii R ; 

 iJ  - множество работ, которые в распи-

сании   выполняются прибором i . 
С учетом обозначений целевая функция за-

дачи имеет вид: 

       i
i

i
i

CdCdr maxmax ** . 

Так как величины d  и C не зависят от упо-

рядочения, максимизация момента запуска  r  

эквивалентна минимизации величины макси-
мального из выступов   i

i
max . 

Обозначим через   класс расписаний, для 
которых выполняется: 

)(),(),(),(|,,   sjRh RpIsJjIhsjh  

и ),(),(|,,   hJjIhsjh  

0)(),(),(  shjR RpIs . 

Можно показать, что существует оптималь-
ное расписание, принадлежащее  классу распи-
сании  . 

Рассмотрим некоторые свойства расписаний 
 . 

Утверждение. Для произвольного расписа-
ния   выполняется [1]: 
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Из этого утверждения, учитывая неотрица-
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 невозможно. 

Применяя методологию построения ПДС-
алгоритмов [3], согласно которой полиноми-
альная составляющая алгоритма порождается 
логико-аналитическими условиями, выполне-
ние которых гарантирует оптимальность полу-
ченного решения, разработаем признаки опти-
мальности расписаний. 

4. Признаки оптимальности расписаний 

Для расписания  возможны такие вза-
имоисключающие случаи. 

Случай I: 0  и  CCi , mi ,1 . В этом 

случае имеем расписание с равномерной за-
грузкой приборов. Очевидно, что это расписа-
ние является оптимальным. 

Случай II: 0  и не для всех i  выполняет-

ся  CCi , при этом имеем: 
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В этом случае построить расписание с рав-
номерной загрузкой приборов возможно. 

Случай III: 0 , при этом имеем: 
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В этом случае построить расписание с рав-
номерной загрузкой приборов невозможно. 

А теперь сформулируем признаки оптималь-
ности расписаний, к выполнению которых 
нужно стремиться. 

Признак оптимальности 1 

Равномерное расписание: 0  и  CCi , 

mi ,1 . 

Признак оптимальности 2 
Пусть, b  - наибольший общий делитель 

(НОД) длительностей выполнения работ 

njpj ,1,  , тогда расписание, в котором для всех 

mi ,1  выполняется:    bi ,0  является 

оптимальным [2]. Если разделить величины 

njpj ,1,   на b , то признак оптимальности в 

этом случае формулируется так: расписание, в 

котором для всех mi ,1  выполняется условие 

   1,0 i , является оптимальным (далее бу-

дем предполагать, что все jp  имеют НОД, рав-

ный 1). 
На основе признаков оптимальности распи-

саний определим множество перестановок, ко-
торые позволят последовательно улучшать зна-
чение критерия. 

5. Перестановки, улучшающие расписания 

Для улучшения расписания необходимо 
направить усилия на уменьшение максимально-
го из выступов  


i

Ii
max . Для этого предлага-

ется использовать перестановки работ между 
приборами: когда некоторое подмножество ра-
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бот с прибора h  (обозначим его  hK , по 

определению     hh JK ) меняется местами 

с некоторым подмножеством работ с прибора s  

(обозначим это подмножество как  sL , 

    ss JL ). Обозначим через   разность 

между сумами длительностей работ, которые 
принимают участие в перестановке: 

   

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
sh Lj

j
Kj

j pp . 

Отметим, что в результате перестановок, 
примененных к текущему расписанию  , в но-
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Рисунок 1 иллюстрирует эту закономер-
ность. 

 
Рис. 1 Синхронное изменение суммы резервов 

и суммы выступов 

Учитывая условия выполнения и послед-
ствия, все перестановки, которые приводят к 
улучшению расписания, можно разделить на 
четыре типа, которые условно обозначим как А, 
Б, В и Г. 

Цель перестановок типа А: уменьшение мак-
симального из выступов  

 
 

 
i

Ii
h max  за 

счет уменьшения резерва одного из приборов 

множества RI .  

Условия выполнения перестановки типа А: 

0 ;   h ;   sR . 

В результате перестановки получаем распи-

сание 1  в котором: 

   

    .

,
1

1





ss
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 Выступ, который был максимальным в  , 

уменьшился на  : 

 
 

  
 

i
Ii

h max1 . 

Таким образом, расписание 1  не хуже рас-
писания  , а при отсутствии альтернатив при 
выборе прибора h  лучше, чем  . 

Перестановки типа А можно разделить на 
подтипы в зависимости от количества работ, 
которые участвуют в перестановке. В дальней-
шем анализе количество подтипов перестано-
вок ограничим величиной 2: 

     2,max  sh LK  (увеличение количества 

используемых подтипов приводит к повыше-
нию эффективности алгоритма, но увеличивает 
время его работы). 

Обобщенная характеристика и свойства пе-
рестановок типа А представлены в таблице 1.

Табл. 1. Свойства перестановок типа А 

Т
и

п
 п

ер
е-

ст
а

-н
о

в
к

и
 

Приборы и работы,  
которые принимают участие в 

перестановке 
  

( 0 ) 

Условие, при 
котором вы-

полняется пере-
становка  

Характеристики  

расписания 
1 , полу-

ченного в результате 
перестановки h  s  

1-1А 
  Ih , 

hJj 1  

  RIs , 

sJj 2
 21 jj pp   

 
 



s

h

R

,
 

   
    .

,
1

1





ss

hh

RR
 

1-2А 
  Ih , 

hJj 1
 

  RIs , 

sJjj 32 ,  
 

321 jjj ppp   

2-1А 
  Ih , 

hJjj 21,  

  RIs , 

sJj 3
 

 
321 jjj ppp   

2-2А 
  Ih  

hJjj 21,  
 

  RIs , 

sJjj 43 ,  
   

4321 jjjj pppp   
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В результате перестановок типа А мощности 

множеств I  и RI  остаются неизменными или 

уменьшаются.  
Цель перестановок типа Б: уменьшение мак-

симального из выступов за счет резерва прибо-

ра с множества RI  и с образованием выступа на 

этом же приборе. В результате перестановок 
этого типа может увеличиться мощность мно-

жества I . 

Условия выполнения перестановки типа Б: 

0 ;   h ;   sR . 

В результате перестановки получаем распи-

сание 1 , в котором: 

   

    ;0

;
1

1


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hh

R
 

 1 Is . 

 
Выступ, который был максимальным в  , 

уменьшился на величину  :  

 
 

  
 

i
Ii

h max1 , 

а для вновь образованного выступа  1 s  вы-

полняется:  1s <  h . Покажем это: 

         )(1
shsh R

    0 sh R , 

поскольку,   0h ,   0sR . 

Таким образом, расписание 1  не хуже рас-
писания  , а при отсутствии альтернатив при 
выборе прибора h  лучше, чем  . 

Обобщенная характеристика и свойства пе-
рестановок типа Б представлены в табл. 2. 

Табл. 2. Свойства перестановок типа Б 

Т
и

п
 п

ер
е-

ст
а

-
н

о
в

к
и

 Приборы и работы,  
которые принимают участие в пере-

становке 
  

( 0 ) 

Условие, при 
котором 

выполняется 
перестановка  

Характеристики  

расписания 
1 , полу-

ченного в результате 
перестановки h  s  

1-1Б 
  Ih , 

hJj 1
 

  RIs , 

sJj 2
 21 jj pp   

 
 



s

h

R

,
 

   

   



ss

hh

R1

1 ,
 

1-2Б 
  Ih , 

hJj 1
 

  RIs , 

sJjj 32,  
 

321 jjj ppp   

2-1Б 
  Ih , 

hJjj 21,  

  RIs , 

sJj 3
 

 
321 jjj ppp   

2-2Б 
  Ih , 

hJjj 21,  

  RIs , 

sJjj 43 ,  
   

4321 jjjj pppp   

 
Множество перестановок типа Б приводит к 

тому, что мощность множества I  может уве-

личиться, но при этом величина максимального 

из выступов уменьшается. Следующее множе-

ство перестановок по условиям и последствиям 

является симметричным к множеству типа Б. 

Цель перестановок типа В: уменьшение мак-

симального из выступов за счет резерва прибо-

ра из множества RI  с возможным перераспре-

делением резервов и выступов. В результате 

перестановок этого типа изменяется состав 

множеств RI  и I . В отличии от перестановок 

типа А и Б, в перестановке этого типа, множе-

ство  sL  может быть пустым. 

 

Условия выполнения перестановки типа В: 

0 ;   h ;   sR ; 

     sh R . 

В результате перестановки получаем распи-

сание 1 , в котором: 

   

   .

,0
1

1





ss

hh

R

R
 

При этом в новом расписании  1 RIh , 

 1 RIs ,    1 sh  (то есть расписание 1  

не хуже, чем  ). 

Характеристики перестановок типа В пред-

ставлены в таблице 3. 
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Табл. 3. Свойства перестановок типа В 
Т

и
п

 п
е-

р
ес

та
-

н
о

в
к

и
 

Приборы и работы,  
которые принимают участие в 

перестановке 
  

( 0 ) 

Условие, при 
котором вы-

полняется пере-
становка  

Характеристики  

расписания 
1 , полу-

ченного в результате 
перестановки h  s  

1-0В 
  Ih , 

hJj 1
 

 
1j

p  
 
 



s

h

R

,
 

   

   



ss

hh

R

R
1

1 ,
 

1-1В 
  Ih , 

hJj 1
 

  RIs , 

sJj 2
 21 jj pp   

 
 



s

h

R

,
 

1-2В 
  Ih , 

hJj 1
 

  RIs , 

sJjj 32 ,  
 

321 jjj ppp   

2-1В 
  Ih , 

hJjj 21,  

  RIs , 

sJj 3
 

 
321 jjj ppp   

2-2В 
  Ih , 

hJjj 21,  

  RIs , 

sJjj 43 ,  
   

4321 jjjj pppp   

 
В таблице 4 рассмотрены все возможные со-

отношения между величинами  , h  и sR , а 

также указаны соответствующие им значения 

изменения частичной целевой функции (макси-

мального из выступов приборов h  и s ). 

Табл. 4. Влияние перестановок на значение 

целевой функции 

Условия 
Тип пере-
ста-новки 

Уменьшение 
значения целе-
вой функции по 
приборам h и s 

h ,    sR  А   

h ,    sR  А h  

h ,   sR  






 


2
sh R

 
А   

h ,   sR , 






 


2
sh R

 
Б   

h ,   sR , 

1
2






 
 sh R

 
Б  sh R  

h , sR  В  sh R  

Обобщим эти результаты: для выбранной 

пары приборов sh   перестановки А, Б и В 

приводят к такому уменьшению значения мак-

симального из выступов этих приборов:  

      
      



shh

shh

R,,min

,max 11

. 

Когда нет возможности улучшения расписа-

ния перестановками А, Б и В предлагается ис-

пользовать перестановки типа Г, которые 

уменьшают значение   i
i

max  за счет пере-

распределения выступов между приборами.  

Условия выполнения перестановки типа Г: 

0 ;  ; h     . sh  

В результате перестановки получаем распи-

сание 1 , в котором: 

   

    .

,
1

1





ss

hh
 

При этом для расписания 1  выполняется: 

 



m

i
i

1

1 =  



m

i
i

1

, 

но           shsh ,max,max 11 , 

то есть расписание 1  не хуже, чем  . 

Для выбранной пары приборов sh   в ре-

зультате перестановок типа Г получаем такое 

уменьшение значения максимального из высту-

пов этих приборов в двух расписаниях:  

       hhh ,max . 

Характеристики перестановок Г разных под-

типов представлены в таблице 5. 
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Табл. 5. Свойства перестановок типа Г 
Т

и
п

 п
ер

е-
ст

а
-н

о
в

к
и

 
Приборы и работы,  

которые принимают участие в 
перестановке 

  

( 0 ) 

Условие, при ко-
тором выполняет-
ся перестановка  

Характеристики  

расписания 
1 , по-

лученного в результа-
те перестановки h  s  

1-1Г 
  Ih , 

hJj 1
 

     0IIs  , 

sJj 2
 21 jj pp   

 
   



sh

h ,
 

   
    



ss

hh

1

1 ,
 

1-2Г 
  Ih , 

hJj 1
 

     0IIs  ,

sJjj 32 ,  
 

321 jjj ppp   

2-1Г 
  Ih , 

hJjj 21 ,  

     0IIs  , 

sJj 3
 

 
321 jjj ppp   

2-2Г 
  Ih , 

hJjj 21 ,  

     0IIs  ,

sJjj 43 ,  
   

4321 jjjj pppp   

 
Эти перестановки положены в основу разра-

ботанной полиномиальной составляющей ПДС-

алгоритма решения задачи. 

6. ПДС-алгоритм решения задачи 

На основании признаков оптимальности и 

разработанного множества перестановок по-

строен алгоритм определения максимально 

позднего момента начала выполнения работ 

параллельными приборами с общим директив-

ным сроком в допустимом расписании. 

В работе [1] приведен жадный алгоритм по-

строения расписания 0 , которое принадлежит 

классу расписаний  . Это расписание может 

быть взято в качестве начального. 

Описание алгоритма 

ШАГ 1 Построить начальное расписание 0 , 
0 . 

ШАГ 2 Определить множества  I  и  RI

. 

ШАГ 3 Проверка выполнения признаков оп-

тимальности 

ЕСЛИ выполняется одна из признаков 

оптимальности 

ТО перейти на ШАГ 6 (  – оптималь-

ное расписание). 

ШАГ 4 Определить прибор h , которому со-

ответствует максимальное значение выступа: 

   


i
Ii

h max . 

ШАГ 5 Для прибора h , перебирая приборы 

)( RIs  выполнить перестановку типа А, Б 

или В. 

ЕСЛИ таких перестановок не нашлось,  

ТО  

5.1 Для прибора h  перебирая все 

приборы )()(0  IIs  выполнить пе-

рестановку типа Г. 
5.2  ЕСЛИ таких перестановок не 

нашлось,  
ТО перейти на ШАГ 6,  
ІНАЧЕ перейти на ШАГ 2. 

ІНАЧЕ перейти на ШАГ 2. 
ШАГ 6 Определить максимально поздний 

момент запуска работ на выполнение в текущем 

расписании  :  )(max)( *  i
i

Cdr . 

КОНЕЦ АЛГОРИТМА 
 
Возможные варианты реализации ШАГА 5: 
1) находим первую перестановку, которая 

улучшает расписание, и выполняем ее; 
2) перебираем все допустимые перестанов-

ки, находим среди них самую эффектив-
ную и выполняем ее.  

 

Сложность алгоритма составляет  WnO 4 , 

где 



n

i
ipW

1

.  

Если для результирующего расписания   
выполняется один из признаков оптимальности, 
то это расписание является оптимальным. В 
противном случае целевая функция расписания 
  отличается от ее оптимального значения на 
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величину не более чем )(max  i
i

 (если 0 ), 

1)(max  i
i

 (если 0 ). 

7. Пример применения алгоритма 

Возьмем для примера задачу, в которой ко-
личество приборов 5m , 12n  работ, дирек-
тивный срок 80d . 

Определим основные расчетные величины 

алгоритма: 16C , 2 . Так как 0 , то в 
процессе применения алгоритма нашим ориен-
тиром является признак оптимальности 2. 

Начальное расписание 0 , построенное по 
алгоритму А0 [1], представлено на рисунке 2. 

 
Примечание: Запись №1/10 означает: №1 – номер ра-

боты / 10 – длительность выполнения этой работы. 

Рис. 2. Начальное расписание 0  

Для уменьшения количества возможных ва-
риантов при решении данной задачи будем 
применять только перестановки подтипа 1-1. 

Итерация №1 

Для начального расписания 0  имеем: 

,151 С  ,182 С  ,153 С  ,194 С  155 С ; 

   00
0 I ;  

   4;20 I ;   20
2  ,   30

4  ; 

   5;3;10 RI ;   10
1 R ,   10

3 R , 

  10
5 R . 

Определим приборы  0 Ih  и )( 0 RIs : 

4h  (прибор с максимальным значением вы-
ступа), 5s  (один из приборов с максималь-
ным значением резерва).  

Определим, каким парам работ приборов 4 и 
5 соответствуют допустимые перестановки. Для 
этого сначала выделим те пары работ, для кото-

рых 0
21
 jj pp , к ним относится пара работ 

4-6. А потом проанализируем, как соотносятся 

величины  , 4  и 5R , то есть к какому из ти-

пов А, Б или В относятся потенциальные пере-
становки. В таблице 6 приведены перестановки, 
которые являются допустимыми для пары при-
боров 4-5. 

Табл. 6. Параметры допустимых перестано-
вок для пары приборов 4-5 

Пара 
работ 4  5R     54 R  

Величина 
улучшения 

Тип 
перес-

тановки

4-6 3 1 1 3 1 А 

На рисунке 3 изображено расписание 1 , 
полученное в результате этой перестановки. 

 
Рис. 3. Расписание 1  

Для расписания 1  не выполняется признак 
оптимальности 2, продолжаем работу алгорит-
ма. 

Итерация №2 

Для текущего расписания 1  имеем: ,151 С  

,182 С  ,153 С  ,184 С  165 С ; 

   51
0 I ;  

   4;21 I ;   21
2  ,   21

4  ; 

   3;11 RI ;   11
1 R ,   11

3 R . 

Определим приборы  1 Ih  и )( 1 RIs : 

4h  (один из приборов с максимальным зна-
чением выступа), 1s  (один из приборов с 
максимальным значением резерва). Для вы-
бранных приборов допустимыми являются пе-
рестановки таких пар работ: 6-10, 7-10. В таб-
лице 7 приведены параметры этих перестано-
вок. 

Табл. 7. Параметры допустимых переста-
новок для пары приборов 4-1 

Пара 
работ 4 1R     14 R  

Величина 
улучшения 

Тип 
перес-

тановки

6-10 2 1 2 1 1 Б 
7-10 2 1 1 2 1 А 

Последствия всех перестановок одинаковы, 
выберем перестановку работ 6-10 (первую в 
списке) и выполним ее. На рисунке 4 изобра-

жено расписание 2 , полученное в результате 
этой перестановки. 

 
Рис. 4. Расписание 2  
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Для расписания 2  не выполняется признак 
оптимальности 2, продолжаем работу алгорит-
ма. 

Итерация №3 

Для текущего расписания 2  имеем: ,171 С  

,182 С  ,153 С  ,164 С  165 С ; 

   5;42
0 I ;  

   2;12 I ;   12
1  ,   22

2  ; 

   32 RI ;   12
3 R . 

Определим приборы  2 Ih  и )( 2 RIs : 

2h  (прибор с максимальным значением вы-
ступа, 3s  (единственный прибор с ненуле-
вым значением резерва). Для выбранной пары 
приборов допустимых перестановок типов А, Б 
и В нет. Переходим к применению перестано-
вок типа Г. Определим прибор 

)()( 22
0  IIs : 5s  (прибор из множества 

)( 2
0 I , отметим, что для пары приборов 2-4 

допустимых перестановок нет).  
Для выбранных приборов допустимыми яв-

ляются перестановки таких пар работ: 2-5, 2-4. 
В таблице 8 приведены параметры этих пере-
становок. 

Табл. 8. Параметры допустимых переста-
новок для пары приборов 2-5 

Пара 
работ 2  5     52  

Величина 
улучшения 

2-5 2 0 1 1 1 
2-4 2 0 1 1 1 

Последствия всех перестановок одинаковы, 
выберем перестановку работ 2-5 (первую в 
списке) и выполним ее. На рисунке 5 изобра-

жено расписание 3 , полученное в результате 
перестановки.  

 
Рис. 5. Расписание 3  

Полученное расписание является оптималь-
ным по признаку оптимальности 2. Определим 

для 3  момент запуска, при котором все рабо-
ты будут выполнены до директивного срока: 

    6311680)(max)( 3*  i
i

Cdr . 

7. Экспериментальное исследование алго-
ритма 

Классификация задач 
Качество результата алгоритма (степень бли-

зости к оптимуму) зависит от набора входных 
данных задачи. Интуитивно понятно, что для 
систем «на каждом из приборов выполняется 
достаточно большое количество работ, про-
должительности которых не очень сильно от-
личаются друг от друга» и «на каждом из при-
боров выполняется небольшое количество ра-
бот, продолжительности которых сильно отли-
чаются друг от друга» время работы и качество 
результатов алгоритма будут различными.  

Для исследования того, как влияют началь-
ные условия на получаемые результаты алго-
ритма, выделим следующие признаки, по кото-
рым задачи можно классифицировать: 

 длительности работ; 
 дисперсия длительностей работ. 
Длительность работ 
Пусть p  – среднее значение длительностей 

работ. Величина 
p

C*

 характеризует среднее 

количество работ, выполняющихся на каждом 
из приборов. Для разделения задач на классы 

введем величины LG , MG , SG  ( SML GGG  ). 

В зависимости от соотношения величин  
p

C*

 

индивидуальные задачи (задачи с конкретно 

определенными значениями nipdnm i ,1,,,,  ) 

будем относить к одной из категорий: 
 категория S  – задачи с "короткими" ра-

ботами; к этой категории будем относить зада-
чи, в которых: 

SM G
p

C
G 

*

; 

 категория M  – системы с "средними" 
работами; к этой категории будем относить 
системы, в которых: 

ML G
p

C
G 

*

; 

 категория L  – системы с "длинными" 
работами; к этой категории будем относить 
системы, в которых: 

LG
p

C


*

. 

Значения граничных величин LG , MG , SG , 

характеризующих категории (далее классифи-
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кационные параметры), устанавливаются экс-
периментально (их значения определяются та-
ким образом, чтобы рассматриваемые классы 
задач статистически отличались). 

Значение дисперсии длительностей работ 
При моделировании множества работ будем 

предполагать, что длительности работ являются 
случайными величинами и имеют равномерное 
распределение. Это объясняется тем, что на 
практике для продолжительности работ обычно 
существуют верхняя и нижняя границы, в то 
время как случайные величины, имеющие дру-
гие распространенные распределения вероятно-
стей (нормальный, экспоненциальный, Эрланга 
и т.д.) могут принимать отрицательные значе-
ния и/или значения, которые стремятся к бес-
конечности. 

В зависимости от категории, к которой при-
надлежит задача по среднему значению длин 
работ, имеем значение p . Но длительности 

работ в задаче могут быть как близкими к p , 

так и значительно отличаться. Для моделирова-

ния этой ситуации введем параметр Q (опреде-

ляется как доля от p ). Он характеризует пре-

делы интервала, на котором равномерно рас-
пределена случайная величина P , реализация-
ми которой являются длительности работ в си-
стеме. То есть, все возможные значения p  дли-

тельностей работ будут лежать в промежутке: 

    .11 maxmin pQppQpp   

Зная пределы интервала ],[ ba , где 

baRba  ,, , на котором равномерно распре-

делена случайная величина X , можно вычис-
лить для нее значение дисперсии: 

12

)(
][

2ab
XD


 . 

В нашем случае: 

3

)(

12

)2(

12

)(
][

2222
minmax QpQppp

PD








 . 

В зависимости от величины Q  и, соответ-

ственно, значения дисперсии, индивидуальные 
задачи будут относиться к одной из категорий: 

 категория S  – задачи с малым рассеива-
нием; к этой категории будем относить задачи, 
в которых: 

SVQ  ; 

 категория M  – задачи со средним рассе-
иванием; к этой категории будем относить за-
дачи, в которых: 

MS VQV  ; 

 категория L  – задачи с большим рассеи-
ванием; к этой категории будем относить зада-
чи, в которых: 

QVM  . 

Для классификации задач далее будем ис-
пользовать запись QP TT / : 

 PT  характеризует продолжительность 

работ,  LMSTP ,, ; 

 QT  характеризует дисперсию длительно-

стей работ,  LMSTQ ,, . 

Например, если 200SG , 100MG , 10LG

, 1,0SV , 5,0MV , то к классу M/S относятся 

задачи, в которых при некотором заданном 

среднем значении длительностей работ p  

средняя продолжительность выполнения всех 
работ одним прибором при равномерной за-

грузке *C  находится в промежутке: 

pCp 10011 *  , 

(то есть на приборе в среднем выполняется от 
11 до 100 работ), а длины всех работ равномер-
но распределены на интервале: 

ppp 1,19,0  . 

Результаты экспериментов 

Для проведения экспериментов был разрабо-
тан программный продукт, включающий в себя 
два модуля: 

 модуль - генератор индивидуальных за-
дач; 
 модуль, в котором реализован ПДС-
алгоритм.  
Первый модуль позволяет генерировать ин-

дивидуальные задачи (заданных классов), для 
которых известно оптимальное расписание. Это 
позволяет для каждого результирующего рас-
писания оценить степень достижения оптиму-
ма. Для классификации генерируемых задач 
были использованы такие параметры класси-

фикации: 200SG , 100MG , 10LG , 1,0SV

, 5,0MV . Всего исследовано 9 классов задач (

SS / , MS / , LS / ..., LL / ). Для каждого класса 
генерировалось достаточно большое количе-
ство индивидуальных задач (это количество 
подбиралось таким, что его небольшое измене-
ние в ту или иную сторону, не приводило к из-
менению статистических характеристик алго-
ритма). При исследовании алгоритма анализи-
ровались: 
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 точность алгоритма (процент задач, в 
которых было достигнуто оптимальное рас-
писание); 
 степень достижения оптимума (относи-
тельное отклонение значения целевой функ-
ции в полученном расписании от известного 
оптимального значения); 
 время нахождения результирующего 
расписания. 
При этом исследовались такие варианты ал-

горитма: полный (с использованием всех под-
типов перестановок) и упрощенный (с исполь-
зованием только подтипов 1-1). Как и следова-
ло ожидать, алгоритм проявил себя по-разному 
для разных классов задач. На рисунке 6 пред-
ставлено влияние числа работ в системе на точ-
ность алгоритма. 

 
Рис. 6. Зависимость точности алгоритма 

от количества работ n  

 
Рис. 7. Зависимость степени достижения 

оптимума от количества работ n   

На  рисунке 7 представлено влияние числа 
работ в системе на степень достижения опти-
мума (для упрощенного варианта алгоритма).  

На рисунке 8 показано влияние числа работ в 
системе на время работы алгоритма, использу-
ющего только перестановки 1-1 (расчеты про-
изводились на процессоре с тактовой частотой 
2.10 GHz). 

 
Рис. 8. Зависимость времени работы (мс) ал-

горитма от количества работ n  
Использование других подтипов перестано-

вок улучшает характеристики алгоритма (точ-
ность и степень достижения оптимума), но уве-
личивает время работы.  

8. Заключение 

Исследованы свойства задачи составления 
допустимого расписания с максимально позд-
ним моментом запуска выполнения идентич-
ными параллельными приборами работ с об-
щим директивным сроком. Применяя методо-
логию построения ПДС-алгоритмов, разработа-
ны признаки оптимальности расписаний. На 
основе этих признаков определено множество 
перестановок, которые позволяют последова-
тельно улучшать значение критерия. Разрабо-
тана полиномиальная составляющая ПДС-
алгоритма решения задачи. Приведен пример 
применения алгоритма. Проведены экспери-
ментальные исследования алгоритма, которые 
показали его достаточно высокую точность. 
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